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Занятие № 2.  Постановка краевых задач для уравнений парабо-
лического типа 

 

Гл. 3, § 2:   №  15 (1) 
 

 

   
















 

.0   ,0)(),(),()(),0(),0(

,0   ),()0,(

,0   ,0    ,,()(),(),(),( 2/1
)

ttvtludtlDutvtudtDu

lxxxu

tlxtxutvtxutxDutxu

xx

xxt S
pd





 

D - коэффициент внутренней диффузии газа, 

d - коэффициент внешней диффузии (газообмен с окружающей 
средой через пористую границу), 

S - площадь поперечного сечения трубки, 

p - периметр поперечного сечения, 

 - коэффициент распада. 

 

Гл. 5, § 4:   №  34 
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Решение краевой задачи строится с помощью метода Фурье. 



Ответ: 
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Домашнее задание 
 

Построить решения задач Коши в № 34. 
Задача Штурма-Лиувилля, стр. 131, № 23 (ж). 

 
22.02.2019 

Занятие № 3 

Смешанная краевая задача для уравнения теплопроводности 
 

Краевая задача, описывающая распространение тепла в однородном 
стержне с теплоизолированной боковой поверхностью при условии, 
когда на концах стержня происходит теплообмен со средой c заданной 
температурой (пусть A – температура окружающей среды с торцевого 
сечения x = 0, а B – с торцевого сечения x = l): 
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Решение задачи будем искать в виде суммы: 
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где функция v(x) удовлетворяет неоднородным граничным условиям: 
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Функция, удовлетворяющая условиям (5), может быть найдена в виде: 
 

,)(   xxv   (6) 
 

Подставив (6) в (5), получим систему линейных уравнений, решая кото-
рую найдем: 
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Зная v(x), построим краевую задачу для определения функции w(x,t). 
Подставив (4) в (1)–(3), получим: 
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Будем искать решение краевой задачи (8)–(10) в виде ряда по соб-
ственным функциям: 

 
k

kk xXtTtxw ),()(),(   (11) 

где собственные функции )(xX k  являются решениями соответствую-

щей задачи Штурма-Лиувилля (Ш-Л): 
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Для нахождения всех значений параметра c, при которых задача (12) 
имеет ненулевое решение, рассмотрим три случая: 

1) Если с < 0 (пусть с = 2,   ≠ 0), то общее решение уравнения (12) 
имеет вид: 

 .)( xx BeAexX    

Подчинив его граничным условиям, получим: 













   
,0)()()()('

,0)()()0()0('

llll BeAehBeAelhXlX

BAhBAhXX




 

 

                 
.0)()(

,0)()(
   









 ll ehBehA

hBhA

 


                        (13) 

Полученная система (13) имеет ненулевое решение (A, B), если 
определитель матрицы системы равен 0: 
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Уравнение (14) не имеет вещественных корней, отличных от 0, так 

как при  < 0 левая часть уравнения меньше 0, а при  > 0  положи-
тельна. Значит, определитель матрицы системы (13) отличен от 0 

при любых  ≠ 0, и система (13) имеет нулевое решение A = B = 0. 
Следовательно, задача (12) имеет только нулевое решение. 
 

Вывод: собственные значения рассматриваемой задачи Ш-Л (12) 
не могут быть отрицательными. 
 

2) Если c = 0, то общее решение уравнения задачи Ш-Л (12): 

.)( BAxxX   

Подстановка в граничные условия дает: 
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Для определителя матрицы системы имеем: 
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Следовательно, что A = B = 0.  А значит, и в этом случае получаем 
нулевое решение задачи (12). 

Вывод: собственное значения задачи Ш-Л (12) не могут быть рав-
ным 0. 

3) Если c > 0 (пусть с = 2,   ≠ 0), то общее решение уравнения (12): 

).sin()cos()( xBxAxX    

Подчиним общее решение граничным условиям задачи (12). Будем 
иметь: 
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Выясним, существуют ли такие 0, при которых определитель мат-
рицы системы (15) равен 0: 
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Заметим, что, если * является корнем уравнения (16), то и (*) 

также является его корнем. Тогда, так как  с = 2,   ≠ 0, то для 
нахождения собственных значений следует выяснить, сколько по-
ложительных корней имеет уравнение (16).  Графическое решение 
уравнения (16) (см. рис. 1) позволяет сделать следующий вывод: 
существует бесконечное счетное множество положительных кор-

ней уравнения (16) k, k N.  

Для каждого  = k система (15) имеет ненулевое решение (Ak, Bk), 
для которого  
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Рис. 1. Графическое решение уравнения (16) 

 

Следовательно, собственные значения задачи Ш-Л (12): 
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где k  положительные корни уравнения (16), и соответствующие 
им собственные функции: 
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Пусть Ak = k  k  N. 
 

Вывод: Задача Ш-Л имеет решение: 

,...,2,1    ,sincos)(  kxhxxX kkkk               (17) 

где k – положительные корни уравнения 
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Подставляя ряд (11) в (8) и (10), получим: 
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Тогда функции Tk(x) являются решениями следующих задач Коши: 
 

,   ,0   ,)0(    ,0)()(' 22 NktTtTatT kkkkk     (19) 
 

где 

.   ,)()(
)(

1

0

12  

l

k

k

k NkdX
xX

      (20) 

Задачи Коши (19) имеют решения: 
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Подставив (17) и (21)  в (11), получим решение задачи (8)-(10): 
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Замечание. Фундаментальным решением задачи (8)-(10) (функцией Грина) 
является функция: 
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Вывод: задача (1)–(3) имеет решение 
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где  , и k определяются по формулам (7) и (20). 

 
 



 

Найти 
2

)(xX k  для собственных функций (17). Полученное 

выражение преобразуйте к виду, не содержащему тригономет-
рических функций. 

 
01.03.2019 

Занятие № 4 

Смешанная краевая задача для уравнения теплопроводности 

 
Гл. 5, § 4, с. 152:   №  38(2)  
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1 способ 

Будем искать решение краевой задачи в виде ряда по собствен-
ным функциям: 
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Собственные функции 
14

)12(
cos

xk 
 являются решением соответ-

ствующей задачи Штурма-Лиувилля: 
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Подставляя ряд (4) в (1) и объединяя два ряда в один, получим: 
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Отсюда получаем для k=0, 1, … : 
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Подставляя ряд (4) в начальное условие (3), получим: 
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Таким образом, для k = 0,1,… построены следующие задачи Ко-
ши: 
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Решив задачи Коши, найдем: 
 

,...1,0  ,1)1()( 49

2)12(24

33)12(

98 













ketT

t
k

k

k k




. 

 
 

Подставляя найденные выражения для Tk(t) в (4), получим реше-

ние краевой задачи (1)(3): 
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2 способ 

Решение ищется в виде:  u(x,t) = v(x) + w(x,t), где функция v(x) (стацио-
нарная составляющая решения), определяется условиями: 
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а функция w(x,t) является решением следующей краевой задачи: 
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Гл. 5, § 4, с. 153:   №  41 (3)  
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С  помощью преобразований: 
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решение исходной краевой задачи сводится к решению следующей: 
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Решение задачи (5) ищется в виде: 
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В (6) функции ,...,2,1  ,sin kkx  являются решением задачи Штур-

ма-Лиувилля: 
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После подстановки ряда (6) в уравнение и начальные условия задачи 
(5) получим следующие задачи Коши: 
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3)  k  1, 2: 
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Решив задачи Коши, найдем: 
 

1) ,1)(1

tetT   
 

2) ,)( 4

2

tetT   
 

3) .2,1  ,0)(  ktTk  
 

Подставляя найденные выражения для Tk(t) в (6), получим решение 
краевой задачи (5): 
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Учитывая выполненные преобразования (4) краевой задачи (1)(3), по-
лучим ее решение в виде: 
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Домашнее задание 
1) с.152 № 38 (2) – построить решение задачи вторым спо-

собом (с выделение стационарной составляющей). 
2) с.153, № 41 (4). 
3) Решить пробный вариант контрольной работы: 



 
 

Контрольная работа – 15 марта 

 
 
 
 
 


