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11.10.2018 
 
Самостоятельная работа N 1  
«Простейшие уравнения в частных производных». 
Пример варианта: 

 
 

Занятие № 6  

Классификация уравнений в частных производных второго порядка (слу-
чай двух независимых переменных). Приведение уравнений к канониче-
скому виду.  

 
Гл. 2, § 5, с. 75:   №  33 (1,2) 

 

Общая схема преобразования уравнения 
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Канонический вид 

v  v    vv  

где ),,,,(  vvv  

 
 

 

Домашнее задание  

Гл. 2, §5 с. 68-75: разбор примеров. 
с. 75, № 33(3). 

 
 
18.10.2018 

Занятие № 7  

Классификация уравнений в частных производных второго порядка  (слу-
чай двух независимых переменных). Приведение уравнений к канониче-
скому виду.  
 
Гл. 2, § 5, с. 76:   №  34 (1), 35 (1), 36 (1) 

 
№ 34 (1). Привести уравнение к каноническому виду 

.0)cos2(sin2 2  yyxyxx uxuxu   



1) Уравнение является уравнением 2-го порядка в любой точке плоско-
сти (нет таких x  и y, при которых коэффициенты при вторых произ-
водных одновременно бы обращались в 0). 

2) Определение типа уравнения:   

    1)cos2(sin 22 xxd  уравнение имеет эллиптический 

тип в любой точке плоскости. 

3) Решение уравнения характеристик: 
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Два комплексно-сопряженных первых интеграла: 

.cos    ,cos 21 CixxyCixxy   

4) Переход к новым переменным: 

).,(),(    ,    ,cos  vyxuxxy   

).,cos(),( xxyvyxu   

5) Выражение производных функции u через новые переменные: 

0  vvxux  sin  

0 vuy   
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2cos2x vuyy   

2 sin x  vvxuxy  sin  

6) Построение канонического уравнения: 

v 1sin2cos2sin 222  xxx   

v 1   

v 0sin2sin2  xx   



v xcos  cos  

v 0  

Канонический вид:   .0cos    vvv     

 

№ 35 (1).  Области параболичности, гиперболичности и эллиптичности 
уравнения:     

.022)1(2)1( 22  yxyyxyxx yuxuuyxyuux  

 
Дискриминант уравнения: 

.1)1)(1()( 22222 yxyxxyd   

 
Области, где сохранятся тип уравнения, описывают условия: 
 

Область 
параболичности 

Область 
гиперболичности 

Область 
эллиптичности 

01 22  yx  01 22  yx  01 22  yx  

Уравнение 01 22  yx на координатной плоскости Oxy определяет 

гиперболу, которая является границей областей 
 

 
 

 Между ветвями  
гиперболы  

 

y 

x 



 
№ 36 (1). Привести уравнение к каноническому виду   

.0)1(2  yyxyxx uxxuxu  

 
Определение типа уравнения: 

xxxxd  )1(2  

Области 
параболичности гиперболичности эллиптичности 

x = 0 x > 0 x < 0 

 
Область параболичности 
При x = 0 уравнение принимает вид:    uyy = 0 (канонический) 

 

Уравнение характеристик: 
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Область гиперболичности 
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Семейства характеристик: 
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Выражение производных функции u через новые переменные: 
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Построение канонического уравнения: 
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Канонический вид:     .0)(
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Домашнее задание 
 

Гл. 2, §5 с. 75-76:  № 34 (2), 35 (3), 36 (1, завершить) 

 



25.10.2018 

Занятие № 8 

Приведение уравнений к каноническому виду. Построение общего реше-
ния. 
 

 
Задание 1. Завершение преобразования в № 36 (1)  
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Семейства характеристик: 
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Выражение производных функции u через новые переменные: 
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Построение канонического уравнения: 
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Канонический вид:   .01    vvv    

 
Задание 1. Постройте общее решение уравнения 

 

         .0)(444 232  xyxxuuuxuxxu yxyyxyxx   (1) 

1) Уравнение является уравнением 2-го порядка в любой точке плоско-
сти за исключением точек прямой x = 0. 

2) Определение типа уравнения:   

    044 44 xxd  уравнение имеет параболический тип. 

3) Решение уравнения характеристик: 
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4) Переход к новым переменным: 

).,(),(    ,    ,2  vyxuxxy   

).,(),( 2 xxyvyxu   

5) Выражение производных функции u через новые переменные: 
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6) Построение канонического уравнения: 

v v v v v 
Свободное 
слагаемое 

0 x 0 0 1 x (y + x2) 
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Канонический вид:  
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7) Построение общего решения уравнения (2): 

).(ln)(),(

    ,     ),(

,)(       

4

)(

22

2

2

'






















Cv

vCv

vvv

C
 

8) Возвращаясь к старым переменным  x, y, u, получим общее решение 
уравнения (1): 
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Замечание. Так как переменная  может быть задана любым выражением, при 

котором преобразование независимых переменных будет невырожденным, то и 
канонический вид может быть другим. Так, если новые переменные ввести следу-
ющим образом: 
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то канонический вид для уравнения (1) будет следующим: 
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Обозначив   
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  C , получим  решение уравнения (2)  
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Возвращаясь к старым переменным  x, y, u, получим общее решение уравнения (1) 
в следующем виде: 
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Можно показать, что полученное выражение равносильно (3), полагая: 
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Домашнее задание 
 
Гл. 2, §5 с. 76:  №№  35 (3), 36 (4). 

 
 
1.11.2018 
Занятие № 9 

Приведение уравнений к каноническому виду. Построение общего реше-
ния. Задача Коши. 

 

№ 40 (2). Найти решение уравнения   

,054  yxyyxyxx uuuuu                           (1) 

удовлетворяющее условиям:  .1)0,(   ,2)0,(  xuxxu y  
 

1) Определение типа уравнения:   

    0954d  уравнение имеет гиперболический тип. 

2) Решение уравнения характеристик: 
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3) Переход к новым переменным: 

).,(),(    ,    ,5  vyxuxyxy   

)..5(),( xyxyvyxu   

4) Выражение производных функции u через новые переменные: 

1  vvux  5  

1  vvuy   

1  vvvuxx  1025  

5 
 vvvu yy  2  

4  vvvuxy  45  

5) Построение канонического уравнения: 

v v v v v 

0 0 36 6 0 

 
Канонический вид:  
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6) Построение общего решения уравнения (2): 
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7) Возвращаясь к старым переменным  x, y, u, получим общее решение 
уравнения (1): 

 ).F()5(),(
)(

6
1

xyexyyxu
xy




                           (3) 

8) Построение частного решения   

Найдем производную: 
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Подставляя (3) в заданные условия ,1)0,(   ,2)0,(  xuxxu y  получим 

систему для нахождения функций  F  и Ф: 
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Решение системы (методом подстановки) 
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Подставляя полученное выражение для Ф в первое уравнение системы, 
найдем 

.52)( СxxF   

Найденные выражения для функций  F  и Ф подставим в (3). В результа-
те получим решение задачи Коши: 
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№ 40 (3). Найти решение уравнения   

,0cossin2)4(sin2  xyyxyxx uyuuyuy                        (1) 



удовлетворяющее условиям:  .sin),(cos   ,cos),(cos yyyuyyyu x   
 

1) Определение типа уравнения:   

    04)4(sinsin 22 yyd  уравнение имеет гиперболиче-

ский тип. 

2) Решение уравнения характеристик: 
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3) Переход к новым переменным: 

).,(),(    ,2cos    ,2cos  vyxuyyxyyx   

).2cos,2cos(),( yyxyyxvyxu   

4) Выражение производных функции u через новые переменные: 

cos y  vvux   

0  vyvyuy )2(sin)2(sin   

(sin2 y  4)  vvvuxx  2  

1 





vyvy

vyvyvyuyy




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2sin y  vyvyvyuxy )2(sinsin2)2(sin   

5) Построение канонического уравнения: 

v 0)2(sinsin2)2(sin4sin 22  yyyy  

v 0)2(sinsin2)2(sin4sin 22  yyyy  

v 16sin4)4(sin2)4(sin2 222  yyy  

v 0coscos  yy  



v 0coscos  yy  

 

Канонический вид:      

 0v   

6) Общее решение уравнения (2): 

).()(),(  v  (2)                            

7) Возвращаясь к старым переменным  x, y, u, получим общее решение 
уравнения (1): 

).2cos()2cos(),( yyxyyxyxu   (3) 

8) Построение частного решения   

Подставляя (3) в заданные условия:   

yyyuyyyu x sin),(cos   ,cos),(cos  , 

 получим систему для нахождения функций  F  и Ф: 
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 (4) 

Решение системы (методом подстановки) 

Дифференцируя первое уравнение системы (4), получим 

).2('sin)2('       sin)2('2)2('2
2
1 yFyyyyFy   

Подставив полученное выражение во второе уравнение системы (4), бу-
дем иметь 
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Найденное выражение для функции F подставляем в первое уравнение 
системы (4): 
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Найденные выражения для функций  F  и Ф  подставим в (3). В результа-
те получим решение задачи Коши: 
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Домашнее задание 

Гл. 2, § 7, с. 86:  № 40 (1, 5а) 
 

Подготовка к контрольной работе. Выполните следующие зада-
ния: 
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