
Свойства краевых задач для уравнений Лапласа и Пуассона

Уравнение Лапласа ∆u = 0 и уравнение Пуассона ∆u = F (M), явля-
ются уравнениями эллиптического типа. К таким уравнениям приводят
задачи, связанные с описанием различных физических процессов. На-
пример, задачи о стационарных тепловых состояниях однородных тел,
об установившихся диффузионных процессах, о потенциале поля тяго-
тения и др. В каждой задаче, связанной с этими уравнениями, искомое
решение (функция u = u(M)) должно удовлетворять уравнению в об-
ласти D, а также некоторому дополнительному условию на границе S
области D.

Выделяют следующие основные виды граничных условий:

1) граничное условие 1-го рода (условие Дирихле)

u|S = f(P ), P ∈ S;

2) граничное условие 2-го рода (условие Неймана)
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3) граничное условие 3-го рода(
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= f(P ), P ∈ S.

Здесь f(P ) – определенная на поверхности S функция (граничная
функция); ~n – внешняя нормаль к S; h 6= 0. В дальнейшем будем счи-
тать, что функция f(P ) является непрерывной на S функцией.

В зависимости от вида граничного условия различают следующие
граничные задачи: первая краевая задача, вторая краевая задача и тре-
тья краевая задача. Если решение надо найти в области D, внутренней
(внешней) по отношению к поверхности S, то соответствующую задачу
называют внутренней (внешней) краевой задачей.

Первую краевую задачу для уравнения Лапласа (уравнения Пуас-
сона) называют задачей Дирихле, вторую – задачей Неймана.

1. Внутренняя задача Дирихле

Пусть дана область D, ограниченная замкнутой поверхностью S, на ко-
торой задана непрерывная функция f(P ). А в области D задана непре-
рывная функция F (M). Сформулируем внутреннюю задачу Дирихле.
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Найти такую функцию u(M), которая непрерывна в замкнутой об-
ласти D = D ∪ S, удовлетворяет в области D уравнению

∆u = F (M), M ∈ D (1)

и принимает на поверхности S заданные значения f(P ):

u|S = f(P ), P ∈ S. (2)

Опр е д е л е н и е. Классическим решением внутренней задачи Ди-
рихле называется функция u(M), непрерывная в замкнутой области
D = D ∪ S, имеющая непрерывные вторые производные в D, удовле-
творяющая уравнению (1) в области D и непрерывно примыкающая к
заданным граничным значениям f(P ).

Заметим, что требование непрерывности u(M) в замкнутой области
D и непрерывное примыкание к граничным значениям f(P ) существен-
ны для единственности классического решения. Действительно, если
это требование опустить, то решением задачи

∆u = 0 в D, u|S = f

является любая функция, равная постоянной в области D и заданной
функции f на границе S. Этот пример показывает, что без условия
непрерывности в замкнутой области решение неединственно.

Теорема 1. (теорема единственности внутренней задачи Дирихле)
Задача Дирихле (1)-(2) не может иметь более одного классического
решения.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть существуют два классических решения
u1(M) и u2(M) задачи Дирихле (1)-(2). Построим функцию v(M) =
= u1 − u2. Функция v(M), очевидно, гармоническая в D, непрерывная
в D и удовлетворяет однородному граничному условию v|S = 0. В си-
лу следствия 1 к принципу максимума1 будем иметь v(M) ≡ 0 в D.
Следовательно, получаем u1(M) ≡ u2(M) в D.

Теорема 2. (теорема устойчивости) Решение внутренней задачи Ди-
рихле устойчиво в равномерной норме по граничным условиям (непре-
рывно зависит от граничных данных).

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть ui(M), i = 1, 2, есть классическое реше-
ние задачи

∆ui = F (M), M ∈ D, ui|S = fi(P ), P ∈ S,
1См. лекцию «Свойства гармонических функций».

https://math-it.petrsu.ru/users/semenova/UMF/Lections/Properties_of_garmon_functions.pdf
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причем |f1(P )−f2(P )| ≤ ε всюду на S (граничные значения отличаются
на малую величину). Рассмотрим функцию v(M) = u1(M)−u2(M). Она
является гармонической и для нее всюду на S справедливо неравенство
−ε ≤ v(P ) ≤ ε. Тогда в силу принципа сравнения для гармонических
функций это неравенство справедливо всюду вD. Следовательно, всюду
в области D имеет место |u1−u2| ≤ ε. Показали, что малому изменению
граничных условий (2) отвечает малое изменение самого решения.

Замечание. Доказанное свойство непрерывной зависимости решения зада-
чи Дирихле от граничных условий очень важно при решении физических за-
дач, так как небольшие изменения в граничных условиях могут внести только
небольшие изменения в решение задачи.

2. Внутренние вторая и третья краевая задача

При рассмотрении второй и третьей краевых задач будем использовать
следующее определение классического решения.

Опр е д е л е н и е. Классическим решение второй и третьей краевых
задач называется функция u(M), непрерывная вместе с первыми про-
изводными в замкнутой области D = D ∪ S, имеющая непрерывные
вторые производные в D, удовлетворяющая уравнению (1) в области D
и заданному граничному условию на поверхности S.

Теорема 3. Пусть h(P ) ≥ 0 на S, причем h ≡/ 0. Третья краевая
задача

∆u = F (M), M ∈ D,
(
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)∣∣∣∣
S

= f(P ), P ∈ S, (3)

где ~n – внешняя по отношению к D нормаль к поверхности S, не мо-
жет иметь более одного классического решения.

Док а з а т е л ь с т в о. В силу линейности задачи достаточно пока-
зать, что однородная задача

∆u = 0, M ∈ D,
(
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= 0, P ∈ S, (4)

имеет только нулевое решение.
Используя первую формулу Грина, считая v ≡ u, будем иметь∫

D

u∆u dσ =

∫
S
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(5u)2 dσ.
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Так как ∆u = 0 в D,
∂u

∂n
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S

= −h u|S , то получим

∫
S

hu2ds+

∫
D

(5u)2 dσ = 0.

Следовательно, 5u = grad u = 0 в D, u|S = 0 в тех точках поверхно-
сти S, где h 6= 0. Отсюда находим u(M) = const = 0. Следовательно,
однородная задача (4) имеет только нулевое решение.

Замечание. Условие h ≥ 0, h ≡/ 0 существенно для единственности
решения третьей краевой задачи. Если h < 0 на S, то решение может
быть не единственным. В этом можно убедится на примере. Действи-
тельно, функция u(r, ϕ) = r cosϕ является ненулевым решением уравне-
ния Лапласа ∆u = 0 в круге 0 ≤ r < a, удовлетворяющим однородному
граничному условию(
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.

Следовательно, решение краевой задачи в круге

∆u = 0, 0 ≤ r < a,

(
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a
u

)∣∣∣∣
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= 0

неединственно, так как u ≡ 0 также является решением этой задачи.
Если рассматривать вторую краевую задачу, т.е. когда h ≡ 0, то

получим grad u = 0, откуда u(M) = const. Это означает, что класси-
ческое решение второй внутренней краевой задачи (внутренней задачи
Неймана) неединственно и определяется с точностью до производной
постоянной. Для второй краевой задачи для уравнения Лапласа также
получаем, что если она имеет решение, то согласно свойству 2 гармо-
нической функции2 должно выполняться соотношение∫

S

f(P )ds = 0, (5)

где f(P ) =
∂u

∂n

∣∣∣∣
S

. Если условие (5) не выполнено, то задача Неймана

для уравнения Лапласа решения не имеет. Следовательно, условие (5)
2См. лекцию «Свойства гармонических функций».

https://math-it.petrsu.ru/users/semenova/UMF/Lections/Properties_of_garmon_functions.pdf
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является необходимым условием разрешимости внутренней задачи Ней-
мана для уравнения Лапласа. Можно доказать, что это условия также
и достаточным условием разрешимости задачи Неймана3.
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