
Устойчивость положений равновесия автономных
динамических систем

Рассмотрим автономную систему дифференциальных уравнений:

dNi

dt
= fi(N1, N2, ..., Nn), i = 1, 2, ..., n, (1)

или в векторной записи

dN

dt
= f(N), N = (N1, N2, ..., Nn). (2)

Пусть fi и ∂fi
∂Nk

непрерывны для ∀t ∈ [t0; +∞), i, k = 1, 2, ..., n.

Решение N = Ñ(t) системы (2) называется устойчивым по Ляпу-
нову, если для любого ε > 0 существует такое δ > 0, что для всякого
решения N(t) системы (2), начальное значение которого удовлетво-
ряет неравенству

‖N(t0)− Ñ(t0)‖ < δ, (3)

при всех t > t0 выполняется неравенство
‖N(t)− Ñ(t)‖ < ε.

Решение Ñ(t) называется асимптотически устойчивым, если
оно устойчиво по Ляпунову и, кроме того, все решения с достаточно
близкими начальными условиями неограниченно приближаются к
Ñ(t) при t→ +∞, т. е. из неравенства (3) следует ‖N(t)− Ñ(t)‖ → 0
при t→ +∞.

Вопрос об устойчивости данного решения N = Ñ(t) сиcтемы (2)
сводится к вопросу об устойчивости нулевого решения x(t) ≡ 0 дру-
гой системы, получаемой из уравнения (2) заменой искомой функции
N(t)− Ñ(t) = x(t):

dx

dt
= F (x), (4)

где x = (x1, x2, ..., xn), F (x) = (F1(x), ..., Fn(x)), F (x) = f(x(t) +
Ñ(t))− f(Ñ).

Исследование на устойчивость по первому приближению. Пусть
xi(t) ≡ 0 (i = 1, n) – решение системы (4). Чтобы исследовать его
на устойчивость, надо выделить из функций Fi(x) линейную часть
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вблизи точки x1 = x2 = . . . = xn = 0, например, по формуле Тейлора.
В результате будет построена система

dxi
dt

=

n∑
j=1

∂Fi(x)

∂xj

∣∣∣∣
x=0

xj + ψi(x), i = 1, n, (5)

которую при выполнении некоторых условий относительно функций
в правой части системы (4) можно изучить с помощью следующей
теоремы.
Теорема Ляпунова. Рассмотрим систему

dxi
dt

=

n∑
j=1

aijxj + ψi(x), i = 1, n, (6)

где ai,j – постоянные, а ψi – бесконечно малые выше первого поряд-
ка, точнее, при |x| < ε0

|ψi(x)| 6 γ(x)|x|, i = 1, n, γ(x)→ 0 при |x| → 0,

где |x| =
√
|x1|2 + . . . + |xn|2.

Тогда если все собственные значения матрицы (aij), i, j = 1, n,
имеют отрицательные вещественные части, то нулевое реше-
ние системы асимптотически устойчиво, если же хоть одно соб-
ственное значение имеет положительную вещественную часть,
то нулевое решение неустойчиво.

Систему вида

dxi
dt

=

n∑
j=1

∂Fi(x)

∂xj

∣∣∣∣
x=0

xj , i = 1, n, (7)

по отношению к системе (4) будем называть соответствующей лине-
аризованной.

При исследовании динамических систем большой интерес пред-
ставляют стационарные решения, которым в фазовом пространстве
соответствуют положения равновесия. Система (1) имеет стационар-
ные решения N(t) = N∗ = (N∗

1 , ..., N
∗
n) = const, если существуют

решения системы уравнений

fi(N) = 0, i = 1, n. (8)
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Для исследования на устойчивость найденных положений равнове-
сия можно применить метод линеаризации, построив соответствую-
щую линеаризованную систему в окрестности положения равновесия
N∗:

dξi
dt

=

n∑
j=1

∂fi(N)

∂Nj

∣∣∣∣
N=N∗

ξj , i = 1, n, (9)

где ξi = Ni −N∗
i , i = 1, n – отклонение от положения равновесия. В

случае когда функции fi(N) непрерывно дифференцируемы, усло-
вия теоремы Ляпунова относительно функций в правой части си-
стемы выполнены и, следовательно, устойчивость положения равно-
весия определяется знаком вещественных частей собственных чисел
матрицы системы (9).

О понятиях фазового пространства и фазовой плоскости, о
классификации точек покоя (положений равновесия) и приемах по-
строения фазового портрета автономной системы (1) см. следующие
работы: [4, гл. 4], [5, гл. 5], [6, гл. 4], [2, гл. 6], [3, гл. 2], [7].
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