
5. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû

5.1. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñ áåñêîíå÷íûìè ïðåäåëàìè

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà ïðîìåæóòêå [a; +∞) è èíòåãðèðóåìà íà

ëþáîì îòðåçêå [a; b], òàê ÷òî èíòåãðàë

b∫
a

f(x) dx èìååò ñìûñë ïðè ëþáîì êîíå÷-

íîì b > a.

Îïðåäåëåíèå. Ôîðìàëüíûé ñèìâîë

+∞∫
a

f(x) dx (9)

íàçûâàåòñÿ íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè f(x) ïî ïðîìå-
æóòêó [a,+∞).

Îïðåäåëåíèå. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
b→+∞

b∫
a

f(x) dx,

òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë (9) íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ è ýòîò ïðåäåë íàçûâà-
åòñÿ åãî çíà÷åíèåì:

+∞∫
a

f(x) dx = lim
b→+∞

b∫
a

f(x) dx.

Åñëè æå ýòîò ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò, òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë (9) íàçûâàåòñÿ
ðàñõîäÿùèìñÿ.
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Â ñëó÷àå ðàñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà åìó íå ïðèïèñûâàåòñÿ íè-
êàêîãî çíà÷åíèÿ.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ïî ïðîìåæóòêó (−∞, b]:

b∫
−∞

f(x) dx = lim
a→−∞

b∫
a

f(x) dx.

Åñëè ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò, òî èíòåãðàë íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ è çíà÷åíèå
åãî ðàâíî ýòîìó ïðåäåëó. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ, à ïîñëåäíåå
ðàâåíñòâî òåðÿåò ñìûñë.

Îïðåäåëåíèå. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ïî ïðîìåæóòêó (−∞,+∞)
îò íåïðåðûâíîé íà âñåé ïðÿìîé ôóíêöèè îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

+∞∫
−∞

f(x) dx =

c∫
−∞

f(x) dx+

+∞∫
c

f(x) dx,

ãäå c � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà. Èíòåãðàë íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñõîäÿòñÿ
îáà èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè, è ðàñõîäÿùèìñÿ, åñëè ðàñõîäèòñÿ õîòÿ áû îäèí
èç äâóõ èíòåãðàëîâ â ïðàâîé ÷àñòè.

Ïðèìåð 7. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

+∞∫
1

dx

1 + x2
.

Ðåøåíèå. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëó÷èì

+∞∫
1

dx

1 + x2
= lim
b→+∞

b∫
1

dx

1 + x2
= lim
b→+∞

arctg x
∣∣b
1

= lim
b→+∞

(
arctg b− π

4

)
=
π

4
.

Ïðèìåð 8. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

+∞∫
−∞

dx

x2 + 2x+ 2
.

Ðåøåíèå.

+∞∫
−∞

dx

x2 + 2x+ 2
=

0∫
−∞

dx

x2 + 2x+ 2
+

+∞∫
0

dx

x2 + 2x+ 2
= lim
a→−∞

0∫
a

dx

(x+ 1)2 + 1
+

+ lim
b→+∞

b∫
0

dx

(x+ 1)2 + 1
= lim
a→−∞

arctg(x+ 1)
∣∣0
a

+ lim
b→+∞

arctg(x+ 1)
∣∣b
0

=

= lim
a→−∞

(π
4
− arctg(a+ 1)

)
+ lim
b→+∞

(
arctg(b+ 1)− π

4

)
=
π

2
+
π

2
= π.
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5.2. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû ïî êîíå÷íîìó ïðîìåæóòêó

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà ïîëóèíòåðâàëå [a, b). Òîãäà
îíà íåïðåðûâíà íà ëþáîì îòðåçêå [a, t], a < t < b. Òî÷êó b áóäåì íàçûâàòü îñî-
áîé . Â ýòèõ óñëîâèÿõ îïðåäåëåííûé èíòåãðàë ïî îòðåçêó [a, b], âîîáùå ãîâîðÿ,
íå îïðåäåëåí. Óêàçàííûì óñëîâèÿì ìîæåò óäîâëåòâîðÿòü íåîãðàíè÷åííàÿ ôóíê-

öèÿ, íàïðèìåð, y =
1

x− b
, â òî âðåìÿ, êàê èíòåãðèðóåìàÿ íà îòðåçêå ôóíêöèÿ

îãðàíè÷åíà.

Îïðåäåëåíèå. Ôîðìàëüíûé ñèìâîë

b∫
a

f(x) dx (10)

íàçûâàåòñÿ íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè f(x) ïî ïðîìå-
æóòêó [a, b).

Îïðåäåëåíèå. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë (10) íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, åñëè
ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
t→b

t∫
a

f(x) dx, (11)

à ñàì ïðåäåë íàçûâàåòñÿ çíà÷åíèåì íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà

lim
t→b

t∫
a

f(x) dx =

b∫
a

f(x) dx.

Åñëè ïðåäåë (11) íå ñóùåñòâóåò, òî èíòåãðàë íàçûâàåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë è åãî ñõîäèìîñòü íà ïîëó-
èíòåðâàëå (a, b].

Îïðåäåëåíèå. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
t→a

b∫
t

f(x)dx =

b∫
a

f(x) dx,

òî èíòåãðàë, ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷àñòè, íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ. Åñëè ýòîò ïðå-
äåë íå ñóùåñòâóåò, òî èíòåãðàë íàçûâàåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè c ∈ (a; b) è äëÿ ôóíêöèè f(x) ýòà òî÷êà c ÿâëÿåòñÿ îñîáîé
íà [a; c) è íà (c; b], òî ñèìâîë

b∫
a

f(x) dx

íàçûâàåòñÿ íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì ñ îñîáîé òî÷êîé x = c. Ýòîò èí-
òåãðàë íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñõîäÿòñÿ èíòåãðàëû íà [a; c) è (c; b].
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Çíà÷åíèå íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà ñ îñîáîé òî÷êîé x = c îïðåäåëÿåòñÿ ðà-
âåíñòâîì

b∫
a

f(x) dx =

c∫
a

f(x) dx+

b∫
c

f(x) dx. (12)

Ïðèìåð 9. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

3∫
0

dx√
3− x

.

Ðåøåíèå. Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ f(x) =
1√

3− x
íå îãðàíè÷åíà â îêðåñò-

íîñòè òî÷êè x = 3, ïîýòîìó ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ îñîáîé. Íà ëþáîì ïðîìåæóòêå
[0; t], 0 < t < 3, ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà è, ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðèðóåìà. Ïî
îïðåäåëåíèþ

3∫
0

dx√
3− x

= lim
t→3

t∫
0

dx√
3− x

= lim
t→3

(
−2
√

3− x
)∣∣t

0
=

= lim
t→3

(
−2
√

3− t+ 2
√

3
)

= 2
√

3.

Ïðèìåð 10. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

1∫
−1

dx

x4
.

Ðåøåíèå. Âíóòðè îòðåçêà [−1; 1] ñóùåñòâóåò òî÷êà x = 0, â êîòîðîé ïîäûíòå-
ãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íå îïðåäåëåíà. Òîãäà

1∫
−1

dx

x4
=

0∫
−1

dx

x4
+

1∫
0

dx

x4
= lim
t→0−

t∫
−1

dx

x4
+ lim
s→0+

1∫
s

dx

x4
= lim
t→0−

(
− 1

3x3

∣∣∣∣t
−1

)
+

+ lim
s→0+

(
− 1

3x3

∣∣∣∣1
s

)
= lim
t→0−

(
− 1

3t3
− 1

3

)
+ lim
s→0+

(
−1

3
+

1

3s3

)
=∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, íà îòðåçêå [−1; 1] äàííûé èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ.
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