
Ìîäóëü 6. Êðàòíûå è êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû

1. Äâîéíîé èíòåãðàë

1.1. Îïðåäåëåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà

Ïóñòü G � ïëîñêàÿ îáëàñòü, êîòîðóþ áóäåì ñ÷èòàòü çàìêíóòîé (îíà ñîäåð-
æèò ñâîþ ãðàíèöó) è îãðàíè÷åííîé (å¼ ìîæíî íàêðûòü íåêîòîðûì êðóãîì). Ïîä
äèàìåòðîì îáëàñòè G áóäåì ïîíèìàòü íàèáîëüøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ
å¼ òî÷êàìè è îáîçíà÷àòü diamG.

Ïóñòü â îáëàñòè G çàäàíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ z = f(x, y).

Ðèñ. 1.

Ðàçîáüåì G íà n ÷àñòåé G1, . . . , Gn òàê,
÷òîáû ëþáàÿ ïàðà (Gi, Gj) íå èìåëà îáùèõ
âíóòðåííèõ, ò. å. íå ëåæàùèõ íà ãðàíèöå, òî÷åê
(ðèñ. 1). Ïóñòü ñèìâîë ∆Si îáîçíà÷àåò ïëîùàäü
Gi, à di � å¼ äèàìåòð. ×åðåç d îáîçíà÷èì íàè-
áîëüøèé èç di, ò. å.

d = max
16i6n

di.

Â êàæäîé ÷àñòè Gi ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì
âûáåðåì òî÷êó Mi(xi, yi) è îáðàçóåì ñóììó

σ =
n∑
i=1

f(xi, yi)∆Si.

Ýòà ñóììà íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé ñóììîé ôóíêöèè f(x, y) â îáëàñòè G.
Ïðåäåë èíòåãðàëüíîé ñóììû îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå, êàê è äëÿ îïðåäåëåííîãî

èíòåãðàëà.

Îïðåäåëåíèå. Ïðåäåë èíòåãðàëüíîé ñóììû σ ïðè d → 0 íàçûâàåòñÿ äâîé-
íûì èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè f(x, y) ïî îáëàñòè G è îáîçíà÷àåòñÿ∫∫

G

f(x, y) dx dy.

Òàêèì îáðàçîì, äâîéíîé èíòåãðàë îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì∫∫
G

f(x, y) dx dy = lim
d→0

n∑
i=1

f(xi, yi)∆Si.

Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ f(x, y) íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé â îáëàñòè G,
G � îáëàñòüþ èíòåãðèðîâàíèÿ, à x è y � ïåðåìåííûìè èíòåãðèðîâà-

íèÿ.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíà íà G, òî îíà è èíòå-
ãðèðóåìà â ýòîé îáëàñòè.
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1.2. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äâîéíîãî èíòåãðàëà

Ðèñ. 2.

Ðàññìîòðèì òåëî T (ðèñ. 2), êîòîðîå îãðà-
íè÷åíî ñâåðõó ãðàôèêîì íåïðåðûâíîé è íåîò-
ðèöàòåëüíîé ôóíêöèè z = f(x, y), îïðåäåëåí-
íîé â G, ñíèçó ñàìîé îáëàñòüþ G, ëåæàùåé â
ïëîñêîñòè Oxy, ñ áîêîâ � öèëèíäðè÷åñêîé ïî-
âåðõíîñòüþ, îáðàçóþùàÿ êîòîðîé ïàðàëëåëüíà
îñè Oz, à å¼ íàïðàâëÿþùàÿ � ãðàíèöà G. Òàêîå
òåëî íàçûâàåòñÿ öèëèíäðè÷åñêèì èëè êðè-

âîëèíåéíûì öèëèíäðîì .
Íàéäåì îáúåì V ýòîãî òåëà. Äëÿ ýòîãî ðàçî-

áüåì îáëàñòü G ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì íà n ÷à-
ñòåé Gi, i = 1, . . . , n, ∆Si � ïëîùàäü Gi. Â êàæ-
äîé îáëàñòè Gi âûáåðåì ëþáóþ òî÷êó Mi(xi, yi) è ñîñòàâèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó

τ =

n∑
i=1

f(xi, yi)∆Si.

Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ êàæäîå ñëàãàåìîå â èíòåãðàëüíîé ñóììå τ
ïðåäñòàâëÿåò îáú¼ì Vi öèëèíäðà ñ îñíîâàíèåì ∆Si è âûñîòîé f(xi, yi). Òîãäà
âñþ ñóììó τ ìîæíî ïðèíÿòü çà ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå îáúåìà òåëà T .

Vïðèáë ≈
n∑
i=1

f(xi, yi)∆Si.

Ïðè d→ 0 ýòî ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî ñòàíîâèòñÿ òî÷íûì:

V = lim
d→0

n∑
i=1

f(xi, yi)∆Si =

∫∫
G

f(x, y) dx dy

Îòñþäà ñëåäóåò ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äâîéíîãî èíòåãðàëà: äâîéíîé èíòå-
ãðàë îò íåïðåðûâíîé, íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè ðàâåí îáúåìó êðèâîëèíåéíîãî
öèëèíäðà.

1.3. Ñâîéñòâà äâîéíîãî èíòåãðàëà

1. Àääèòèâíîñòü äâîéíîãî èíòåãðàëà. Ïóñòü îáëàñòü G ðàçáèòà íà äâå îáëà-
ñòè G1 è G2, íå èìåþùèõ îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê. Òîãäà∫∫

G

f(x, y) dx dy =

∫∫
G1

f(x, y) dx dy +

∫∫
G2

f(x, y) dx dy.

2. Ïóñòü f(x, y), g(x, y) èíòåãðèðóåìûå â îáëàñòè G ôóíêöèè, òîãäà äëÿ ëþáûõ
÷èñåë α, β ôóíêöèÿ αf(x, y) + βg(x, y) èíòåãðèðóåìà â G, è∫∫

G

(αf(x, y) + βg(x, y)) dx dy = α

∫∫
G

f(x, y) dx dy + β

∫∫
G

g(x, y) dx dy.

3. Åñëè ôóíêöèè f(x, y) è g(x, y) èíòåãðèðóåìû â G, òî f(x, y) · g(x, y) òàêæå
èíòåãðèðóåìà â G.
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4. Åñëè ôóíêöèè f(x, y) è g(x, y) èíòåãðèðóåìû â G è f(x, y) 6 g(x, y) äëÿ
(x, y) ∈ G, òî ∫∫

G

f(x, y) dx dy 6
∫∫
G

g(x, y) dx dy.

5. Åñëè f(x, y) èíòåãðèðóåìà â G, òî ôóíêöèÿ |f(x, y)| òàêæå èíòåãðèðóåìà è∣∣∣∣∣∣
∫∫
G

f(x, y) dx dy

∣∣∣∣∣∣ 6
∫∫
G

|f(x, y)| dx dy.

6. Òåîðåìà î ñðåäíåì çíà÷åíèè. Åñëè ôóíêöèè f(x, y) è g(x, y) èíòåãðèðóåìû
â îáëàñòè G, g(x, y) > 0 âñþäó â G,

M = sup
(x,y)∈G

f(x, y), m = inf
(x,y)∈G

f(x, y),

òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî µ: m 6 µ 6M , ÷òî∫∫
G

f(x, y)g(x, y) dx dy = µ

∫∫
G

g(x, y) dx dy.

7. Èíòåãðàë

∫∫
G

dx dy ðàâåí ïëîùàäè îáëàñòè G.

1.4. Âû÷èñëåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà

Ðèñ. 3.

Äîïóñòèì, ÷òî ãðàíèöà îáëàñòè G îáðàçî-
âàíà îòðåçêàìè ïðÿìûõ x = a, x = b, a < b
è ãðàôèêàìè íåïðåðûâíûõ íà [a, b] ôóíêöèé
y = ϕ1(x) è y = ϕ2(x), ïðè÷åì ϕ1(x) 6 ϕ2(x) íà
âñåì îòðåçêå (ðèñ. 3). Òàêóþ îáëàñòü óñëîâèì-
ñÿ íàçûâàòü ïðàâèëüíîé îòíîñèòåëüíî îñè
Oy. Îíà îáëàäàåò óäîáíûì äëÿ íàñ ñâîéñòâîì:
äëÿ ëþáîãî ÷èñëà c ïðÿìàÿ x = c ïåðåñåêàåò
ãðàíèöó îáëàñòè G íå áîëåå äâóõ ðàç.

Ïóñòü íà ïðàâèëüíîé îáëàñòè G îòíîñèòåëü-
íî îñè Oy îïðåäåëåíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
f(x, y). Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∫∫
G

f(x, y) dx dy =

b∫
a

dx

ϕ2(x)∫
ϕ1(x)

f(x, y) dy. (1)

Ôîðìóëà (1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà. Ïðà-
âóþ ÷àñòü ýòîé ôîðìóëû íàçûâàþò ïîâòîðíûì èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè
f(x, y) â îáëàñòè G.
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Ðèñ. 4.

Åñëè îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ G ÿâëÿåòñÿ
ïðàâèëüíîé îòíîñèòåëüíî îñè Ox, ò. å. îíà
îãðàíè÷åíà ïðÿìûìè y = c, y = d è ãðàôèêàìè
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé x = ψ1(y), x = ψ2(y),
ψ1(y) 6 ψ2(y) äëÿ y ∈ [c, d] (ðèñ. 4), a ôóíê-
öèÿ f(x, y) � íåïðåðûâíàÿ â G, òî ñïðàâåäëèâà
ôîðìóëà

∫∫
G

f(x, y) dx dy =

d∫
c

dy

ψ2(y)∫
ψ1(y)

f(x, y) dx. (2)

Îáëàñòü áîëåå ñëîæíîãî âèäà ÷àñòî óäàåòñÿ ðàçáèòü íà ïðàâèëüíûå îáëàñòè
îòíîñèòåëüíî îñè Oy è ïðàâèëüíûå îáëàñòè îòíîñèòåëüíî îñè Ox, ê êîòîðûì
ïðèìåíèìû ôîðìóëû (1) è (2).

Ïðèìåð 1. Ñâåñòè äâîéíîé èíòåãðàë

∫∫
G

f(x, y) dx dy ê ïîâòîðíîìó äâóìÿ ñïîñî-

áàìè (ïî ôîðìóëå (1) è ïî ôîðìóëå (2)), åñëè îáëàñòü G îãðàíè÷åíà ãðàôèêàìè
ôóíêöèé y = 3x è y = x2.

Ðåøåíèå. 1 ñïîñîá. Îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ G ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 5, à. Ïðè
êàæäîì x ∈ [0, 1] ïåðåìåííàÿ y èçìåíÿåòñÿ îò x2 äî 3x, â ýòîì ñëó÷àå îáëàñòü
èíòåãðèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé îòíîñèòåëüíî îñè Oy. Ïî ôîðìóëå (1)

∫∫
G

f(x, y) dx dy =

1∫
0

dx

3x∫
x2

f(x, y) dy.

Ðèñ. 5.

2 ñïîñîá. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (2), îáëàñòü G íåîáõîäè-
ìî ðàçáèòü íà äâå ÷àñòè G1 è G2 (ðèñ. 5, á). Ïî ñâîéñòâó àääèòèâíîñòè äâîéíîãî
èíòåãðàëà
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∫∫
G

f(x, y) dx dy =

∫∫
G1

f(x, y) dx dy +

∫∫
G2

f(x, y) dx dy.

Â îáëàñòè G1 ïðè èçìåíåíèè ïåðåìåííîé y îò 0 äî 1 ïåðåìåííàÿ x ìåíÿåò

çíà÷åíèå îò
y

3
äî
√
y. Òîãäà ïî ôîðìóëå (2)

∫∫
G1

f(x, y) dx dy =

1∫
0

dy

√
y∫

y
3

f(x, y) dx.

Â îáëàñòèG2 ïåðåìåííàÿ y ïðèíèìàåò çíà÷åíèå îò 1 äî 3, ïðè ýòîì ïåðåìåííàÿ

x èçìåíÿåòñÿ îò
y

3
äî 1. Ïî ôîðìóëå (2) ïîëó÷àåì

∫∫
G1

f(x, y) dx dy =

3∫
1

dy

1∫
y
3

f(x, y) dx.

Òàêèì îáðàçîì,

∫∫
G

f(x, y) dx dy =

1∫
0

dy

√
y∫

y
3

f(x, y) dx+

3∫
1

dy

1∫
y
3

f(x, y) dx.

Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∫∫
G

(x + 2y) dx dy ïî îáëàñòè G, îãðàíè÷åííîé

êðèâûìè y = x è y = x2.

Ðèñ. 6.

Ðåøåíèå. Íà ðèñóíêå 6 èçîáðàæåíà îáëàñòü G. Îíà ïðàâèëüíàÿ îòíîñèòåëüíî
îñè Oy, ïîýòîìó ïî ôîðìóëå (1) ñâåäåì äâîéíîé èíòåãðàë ê ïîâòîðíîìó:

∫∫
G

(x+ 2y) dx dy =

1∫
0

dx

x∫
x2

(x+ 2y) dy.
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Â ïîëó÷åííîì ïîâòîðíîì èíòåãðàëå ñíà÷àëà âû÷èñëèì âíóòðåííèé èíòåãðàë:

x∫
x2

(x+ 2y) dy = (xy + y2)
∣∣x
x2 = 2x2 − x3 − x4,

à çàòåì âû÷èñëèì è ñàì ïîâòîðíûé èíòåãðàë

1∫
0

(2x2 − x3 − x4)dx =

(
2x3

3
− x4

4
− x5

5

)∣∣∣∣1
0

=
13

60
.

Ïðèìåð 3. Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ â ïîâòîðíîì èíòåãðàëå

π
2∫

0

dx

2∫
cos x

f(x, y) dy.

Ðåøåíèå. Îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ G îãðàíè÷èâàþò ãðàôèêè ôóíêöèé y = cosx,

x =
π

2
, y = 2 è x = 0 (ðèñ. 7, a). Äàííûé ïîâòîðíûé èíòåãðàë ðàâåí äâîéíîìó

èíòåãðàëó ïî ýòîé îáëàñòè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ,
íóæíî îáëàñòü G ðàçáèòü íà äâå ÷àñòè G1 è G2 ïðÿìîé y = 1 êàê ïîêàçàíî íà
ðèñóíêå 6, á.

Ðèñ. 7.

Â îáëàñòè G1 ïåðåìåííàÿ y èçìåíÿåò çíà÷åíèå îò 0 äî 1, ïðè êàæäîì çíà-

÷åíèè y ïåðåìåííàÿ x èçìåíÿåòñÿ îò arccos y äî
π

2
. À â îáëàñòè G2 ïåðåìåííàÿ

y ïðèíèìàåò çíà÷åíèå îò 1 äî 2, ïðè ýòîì ïåðåìåííàÿ x èçìåíÿåòñÿ îò 0 äî
π

2
.

Òîãäà

π
2∫

0

dx

2∫
cos x

f(x, y) dy =

1∫
0

dy

π
2∫

arccos y

f(x, y) dx+

2∫
1

dy

π
2∫

0

f(x, y) dx.
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1.5. Çàìåíà ïåðåìåííûõ â äâîéíîì èíòåãðàëå

Ðàññìîòðèì äâîéíîé èíòåãðàë

∫∫
G

f(x, y) dx dy. Çàìåíà ïåðåìåííûõ â äâîéíîì

èíòåãðàëå ñîñòîèò â ïåðåõîäå îò ïåðåìåííûõ x, y ê íîâûì ïåðåìåííûì u, v ïî
ôîðìóëàì

x = ϕ(u, v), y = ψ(u, v), (u, v) ∈ g. (3)

Ïðè ýòîì êàæäàÿ òî÷êà (x, y) îáëàñòè G ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîé òî÷êå (u, v)
îáëàñòè g, à êàæäàÿ òî÷êà (u, v) îáëàñòè g ïåðåõîäèò â íåêîòîðóþ òî÷êó (x, y) â
îáëàñòè G (ðèñ. 8).

Ðèñ. 8.

Ôóíêöèè (3) íàçûâàþò òàêæå îòîáðàæåíèåì îáëàñòè g ïëîñêîñòè (u, v) íà
îáëàñòü G ïëîñêîñòè (x, y). Îáëàñòü G íàçûâàåòñÿ îáðàçîì îáëàñòè g, à îáëàñòü
g � ïðîîáðàçîì îáëàñòè G ïðè îòîáðàæåíèè (3).

Ðèñ. 9. Êàðë ßêîáè

Ïóñòü îòîáðàæåíèå (3) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäó-
þùèì óñëîâèÿì:

1. Îòîáðàæåíèå (3) âçàèìíî îäíîçíà÷íî, ò. å.
ðàçëè÷íûì òî÷êàì (u, v) îáëàñòè g ñîîòâåòñòâó-
þò ðàçëè÷íûå òî÷êè (x, y) îáëàñòè G.

2. Ôóíêöèè ϕ(u, v), ψ(u, v) èìåþò â îáëàñòè g
íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå 1-ãî ïîðÿäêà.

3. ßêîáèàí îòîáðàæåíèÿ (èëè îïðåäåëèòåëü
ìàòðèöû ßêîáè1)

D(x, y)

D(u, v)
=

∣∣∣∣ ϕu ϕv
ψu ψv

∣∣∣∣
îòëè÷åí îò íóëÿ âî âñåõ òî÷êàõ îáëàñòè g.

1Êàðë Ãóñòàâ ßêîá ßêîáè (1804 � 1851) � íåìåöêèé ìàòåìàòèê è ìåõàíèê. Âí¼ñ îãðîìíûé
âêëàä â êîìïëåêñíûé àíàëèç, ëèíåéíóþ àëãåáðó, äèíàìèêó è äðóãèå ðàçäåëû ìàòåìàòèêè è ìå-
õàíèêè. Îáùåïðèíÿòîå îáîçíà÷åíèå ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé êðóãëûì ¾∂¿, èçðåäêà ïðèìåíÿâøååñÿ
Ëåæàíäðîì, ââ¼ë â îáùåå óïîòðåáëåíèå èìåííî ßêîáè.
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Òåîðåìà 1. Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå (3) ïåðåâîäèò çàìêíóòóþ îãðàíè÷åííóþ îá-
ëàñòü g â çàìêíóòóþ îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü G è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1)-3),
à ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíà â îáëàñòè G, òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà çàìåíû

ïåðåìåííûõ∫∫
G

f(x, y) dx dy =

∫∫
g

f(ϕ(u, v), ψ(u, v))

∣∣∣∣D(x, y)

D(u, v)

∣∣∣∣ du dv. (4)

Ïðèìåð 4. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∫∫
G

1

x2y
dx dy, ãäå îáëàñòü G îãðàíè÷åíà ãðàôè-

êàìè ôóíêöèé y =
x

2
, y = 2x, y = 1− x, y = 3− x.

Ðåøåíèå. Îáëàñòü G èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 10, à. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ ëèíèé,
îãðàíè÷èâàþùèõ G, â âèäå

y

x
=

1

2
,

y

x
= 2, x+ y = 1, x+ y = 3.

Ðèñ. 10.

Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå u è v ïî ôîðìóëàì u =
y

x
, v = x + y. Ïðè ýòîé

çàìåíå ïåðåìåííûõ îáðàçîì îáëàñòè G áóäåò ÷åòûðåõóãîëüíèê g (ðèñ. 10, á),
îãðàíè÷åííûé ïðÿìûìè u = 0, 5, u = 2, v = 1, v = 3. Âûðàçèì ïåðåìåííûå x, y
÷åðåç u, v è íàéäåì ÿêîáèàí:

x =
v

u+ 1
, y =

uv

u+ 1
,

I =
D(x, y)

D(u, v)
=

∣∣∣∣ xu xv
yu yv

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ − v
(u+1)2

1
u+1

v
(u+1)2

u
u+1

∣∣∣∣∣ = − v

(u+ 1)2
, |I| = v

(u+ 1)2
.

Òîãäà ïî ôîðìóëå (4)

∫∫
G

1

x2y
dx dy =

2∫
0,5

du

3∫
1

(u+ 1)2

uv3
· v

(u+ 1)3
dv =

2∫
0,5

du

3∫
1

(u+ 1)dv

uv2
=

4

3
ln 2 + 1.
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Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé çàìåíû ïåðåìåííûõ, à èìåííî çàìåíó ïðÿìî-
óãîëüíûõ êîîðäèíàò x, y ïîëÿðíûìè êîîðäèíàòàìè r, ϕ.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû (ρ, ϕ) ñâÿçàíû ñ ïðÿìîóãîëüíûìè êî-
îðäèíàòàìè ôîðìóëàìè:

x = r cosϕ (0 6 r < +∞),

y = r sinϕ (0 6 ϕ < 2π). (5)

Èíîãäà â êà÷åñòâå ïðîìåæóòêà èçìåíåíèÿ ϕ áåðåòñÿ ïðîìåæóòîê (−π, π].
ßêîáèàí ïåðåõîäà ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì

D(x, y)

D(r, ϕ)
=

∣∣∣∣∣ ∂x
∂r

∂x
∂ϕ

∂y
∂r

∂y
∂ϕ

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ cosϕ −r sinϕ
sinϕ r cosϕ

∣∣∣∣ = r.

Òîãäà ôîðìóëà (4) â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåò âèä∫∫
G

f(x, y) dx dy =

∫∫
g

f(r cosϕ, r sinϕ) r dr dϕ. (6)

Ïðèìåð 5. Ïåðåõîäÿ ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì, âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∫∫
G

xy2 dx dy,

ãäå îáëàñòü G îãðàíè÷åíà ëèíèÿìè y = x, y = −x, x2 + y2 = 1, x2 + y2 = 4, x > 0.

Ðåøåíèå. Îáëàñòü G ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 11, a. Ïåðåéäåì ê ïîëÿðíûì êîîðäè-
íàòàì r, ϕ ïî ôîðìóëàì (5)

Ðèñ. 11.

Îáðàçîì îáëàñòè G ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèê g, îãðàíè÷åííûé ïðÿìûìè

ϕ = −π
4
, ϕ =

π

4
, r = 1, r = 2 (ðèñ. 11, á). Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (6), ïîëó÷èì

∫∫
G

xy2 dx dy =

π
4∫

−π4

dϕ

2∫
1

r4 cosϕ sin2 ϕdr =

π
4∫

−π4

cosϕ sin2 ϕdϕ

2∫
1

r4dr =

=

π
4∫

−π4

cosϕ sin2 ϕdϕ ·
(
r5

5

)∣∣∣∣2
1

=
31

15

π
4∫

−π4

sin2 ϕd(sinϕ) =
31

15
· sin3 ϕ

3

∣∣∣∣
π
4

−π4

=
31
√

2

30
.
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1.6. Ãåîìåòðè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ äâîéíûõ èíòåãðàëîâ

1. Îáúåì òåëà

Êàê áûëî óæå ïîêàçàíî â ïàðàãðàôå 1.2, îáúåì öèëèíäðè÷åñêîãî òåëà T , îãðà-
íè÷åííîãî ñâåðõó ãðàôèêîì íåïðåðûâíîé è íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè
z = f(x, y), îïðåäåëåííîé â G, ñíèçó îáëàñòüþ G, ëåæàùåé â ïëîñêîñòè Oxy,
ñ áîêîâ � öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ, íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

V =

∫∫
G

f(x, y)dx dy. (7)

2. Ïëîùàäü ïëîñêîé ôèãóðû

Åñëè â ôîðìóëå (7) ïîëîæèòü f(x, y) = 1, òî ïîëó÷èì öèëèíäð ñ âûñîòîé
H = 1, îáúåì êîòîðîãî ÷èñëåííî ðàâåí ïëîùàäè S îñíîâàíèÿ G. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî ïëîùàäü S ïëîñêîé, çàìêíóòîé, îãðàíè÷åííîé îáëàñòè G ìîæíî íàéòè ïî
ôîðìóëå

S =

∫∫
G

dx dy. (8)

Åñëè â (8) ïåðåéòè ê íîâûì êîîðäèíàòàì u è v, òî

S =

∫∫
g

∣∣∣∣D(x, y)

D(u, v)

∣∣∣∣ du dv.
Â ÷àñòíîñòè, â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ïëîùàäü S îáëàñòè G âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå

S =

∫∫
g

r dr dϕ.

Ïðèìåð 6. Âû÷èñëèòü îáúåì òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè z = x2 + y2,
2z = 6− x2 − y2.

Ðåøåíèå. Òåëî T , îáúåì êîòîðîãî òðåáóåòñÿ íàéòè, îãðàíè÷åíî äâóìÿ ïàðàáîëîè-
äàìè è ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 12. Ëèíèåé ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïàðàáîëîèäîâ ÿâëÿåòñÿ

Ðèñ. 12.

îêðóæíîñòü x2 + y2 = 2, ëåæàùàÿ â ïëîñêîñòè z = 2. Îáúåì V òåëà T ìîæíî
íàéòè êàê ðàçíîñòü îáúåìîâ V2 è V1 äâóõ êðèâîëèíåéíûõ öèëèíäðîâ T2 è T1 ñ

10



îáùèì îñíîâàíèåì G è îãðàíè÷åííûõ ñâåðõó ïîâåðõíîñòÿìè äàííûõ ïàðàáîëîè-
äîâ (T2 îãðàíè÷åíî ñâåðõó ïîâåðõíîñòüþ 2z = 6 − x2 − y2, à T1 � ïîâåðõíîñòüþ
z = x2 + y2). Îáëàñòü G ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé òåëà T íà ïëîñêîñòü Oxy è çàäàåòñÿ
â ýòîé ïëîñêîñòè óðàâíåíèåì x2 +y2 = 2. Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (7), ïîëó÷èì

V = V2 − V1 =

∫∫
G

1

2
(6− x2 − y2) dx dy −

∫∫
G

(x2 + y2) dx dy.

Çäåñü ïðè âû÷èñëåíèè äâîéíûõ èíòåãðàëîâ óäîáíî ïåðåéòè ê ïîëÿðíûì êîîðäè-
íàòàì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç g îáðàç îáëàñòè G â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Òîãäà

V =
1

2

∫∫
g

(6− r2)r dr dϕ−
∫∫
g

r2 · r dr dϕ =
1

2

2π∫
0

dϕ

√
2∫

0

(6r − r3) dr −
2π∫
0

dϕ

√
2∫

0

r3 dr

=
1

2

2π∫
0

dϕ

(
3r2 − r4

4

)∣∣∣∣
√

2

0

−
2π∫
0

dϕ

(
r4

4

)∣∣∣∣
√

2

0

=
1

2
· 2π · 5− 2π · 1 = 3π.

Ïðèìåð 7. Íàéòè ïëîùàäè îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé êðèâûìè y =
3

x
, y = 4− x.

Ðåøåíèå. Îáëàñòü G, ïëîùàäü êîòîðîé òðåáóåòñÿ íàéòè, èçîáðàæåíà íà ðèñóí-
êå 13. Àáñöèññû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ äàííûõ êðèâûõ ðàâíû 1 è 3. Ïîýòîìó ïðèìå-

Ðèñ. 13.

íÿÿ ôîðìóëó (8), ïîëó÷èì

S =

∫∫
G

dx dy =

3∫
1

dx

4−x∫
3
x

dy =

3∫
1

(
4− x− 3

x

)
dx = 4− 3 ln 3.
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2. Òðîéíîé èíòåãðàë

Òðîéíîé èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà íà ñëó÷àé
òð¼õ ïåðåìåííûõ.

2.1. Îïðåäåëåíèå òðîéíîãî èíòåãðàëà

Ïóñòü T � çàìêíóòàÿ îáëàñòü â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå è ïóñòü
â îáëàñòè T îïðåäåëåíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ u = f(x, y, z). Ðàçîáüåì îáëàñòü
T íà n ÷àñòåé Ti (i = 1, . . . , n) òàê, ÷òîáû ëþáûå äâå ÷àñòè íå èìåëè îáùèõ
âíóòðåííèõ òî÷åê. Ïóñòü ñèìâîë ∆Vi îáîçíà÷àåò îáúåì Ti, di � å¼ äèàìåòð, à
d � íàèáîëüøåå çíà÷åíèå èç âñåõ di. Â êàæäîé ÷àñòè Ti âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ
òî÷êó Mi(xi, yi, zi) è ñîñòàâèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó

ν =
n∑
i=1

f(xi, yi, zi)4Vi.

Îïðåäåëåíèå. Ïðåäåë èíòåãðàëüíîé ñóììû ν ïðè d → 0 íàçûâàåòñÿ òðîé-
íûì èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè f(x, y, z) ïî îáëàñòè T è îáîçíà÷àåòñÿ∫∫∫

T

f(x, y, z) dx dy dz.

Òàêèì îáðàçîì, òðîéíîé èíòåãðàë îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì∫∫∫
T

f(x, y, z) dx dy dz = lim
d→0

n∑
i=1

f(xi, yi, zi)4Vi.

Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ f(x, y, z) íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé â îáëàñòè T ,
T � îáëàñòüþ èíòåãðèðîâàíèÿ, à x, y è z � ïåðåìåííûìè èíòåãðè-

ðîâàíèÿ.

Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèÿ u = f(x, y, z), íåïðåðûâíà â îãðàíè÷åííîé çàìêíóòîé
îáëàñòè T , òî îíà è èíòåãðèðóåìà â T .

Òðîéíûå èíòåãðàëû îáëàäàþò òàêèìè æå ñâîéñòâàìè, êàê îïðåäåëåííûå è
äâîéíûå èíòåãðàëû.

Åñëè ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ f(x, y, z) = 1, òî òðîéíîé èíòåãðàë ïî T âû-
ðàæàåò îáúåì V îáëàñòè T :

V =

∫∫∫
T

dx dy dz.
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2.2. Âû÷èñëåíèå òðîéíûõ èíòåãðàëîâ ñ ïîìîùüþ ïîâòîðíîãî

èíòåãðèðîâàíèÿ

Ðèñ. 14.

Ïóñòü îáëàñòüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ òåëî T , îãðàíè÷åííîå ñáîêó öèëèí-
äðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ, ñíèçó ïîâåðõíî-
ñòüþ z = z1(x, y), ñâåðõó � ïîâåðõíîñòüþ
z = z2(x, y), ïðè÷åì z1(x, y) è z2(x, y)
(z1(x, y) 6 z2(x, y)) � íåïðåðûâíûå ôóíê-
öèè â çàìêíóòîé îáëàñòè G, êîòîðàÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðîåêöèåé òåëà íà ïëîñêîñòü Oxy
(ðèñ. 14). Òàêóþ îáëàñòü óñëîâèìñÿ íàçû-
âàòü ïðàâèëüíîé îòíîñèòåëüíî îñè

Oz. Â òàêîé îáëàñòè ëþáàÿ ïðÿìàÿ, ïà-
ðàëëåëüíàÿ îñè Oz ïåðåñåêàåò ãðàíèöó
îáëàñòè T íå áîëåå, ÷åì â äâóõ òî÷êàõ.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y, z) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà â îáëàñòè T . Òîãäà ñïðà-
âåäëèâà ôîðìóëà

∫∫∫
T

f(x, y, z) dx dy dz =

∫∫
G

dx dy

z2(x,y)∫
z1(x,y)

f(x, y, z) dz,

êîòîðàÿ ñâîäèò âû÷èñëåíèå òðîéíîãî èíòåãðàëà ê âû÷èñëåíèþ äâîéíîãî èíòåãðà-
ëà îò îäíîêðàòíîãî. Ïðè ýòîì ñíà÷àëà âû÷èñëÿåòñÿ âíóòðåííèé îïðåäåëåííûé
èíòåãðàë ïî z ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ x è y. Ðåçóëüòàòîì âû-
÷èñëåíèÿ ýòîãî èíòåãðàëà ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ I(x, y) ïåðåìåííûõ x è
y. Çàòåì âû÷èñëÿåòñÿ äâîéíîé èíòåãðàë ïî îáëàñòè G îò ôóíêöèè I(x, y).

Ðèñ. 15.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè îáëàñòü G îãðàíè-
÷åíà ïðÿìûìè x = a, x = b è ãðà-
ôèêàìè ôóíêöèé y = y1(x), y = y2(x),
y1(x) 6 y2(x) äëÿ x ∈ [a, b] (ðèñ. 15),
òî

∫∫∫
T

f(x, y, z) dx dy dz =

∫∫
G

I(x, y) dx dy =

=

b∫
a

dx

y2(x)∫
y1(x)

I(x, y) dy =

b∫
a

dx

y2(x)∫
y1(x)

dy

z2(x,y)∫
z1(x,y)

f(x, y, z) dz.

Ïðèìåð 8. Âû÷èñëèòü

∫∫∫
T

x dx dy dz, ãäå T � ïèðàìèäà, îãðàíè÷åííàÿ ïëîñêî-

ñòÿìè x = 0, y = 0, z = 0, x+ 2y + z = 2 (ðèñ. 16, à).

Ðåøåíèå. Îáëàñòü T ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé îòíîñèòåëüíî îñè Oz, ïðîåêöèÿ G ýòîé
îáëàñòè ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 16, á (çàìåòèì, ÷òî çäåñü T ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé
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Ðèñ. 16.

òàêæå îòíîñèòåëüíî îñåé Ox è Oy). Â ñâîþ î÷åðåäü G ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ïðàâèëüíóþ îòíîñèòåëüíî Oy (êàê, âïðî÷åì, è îòíîñèòåëüíî Ox). Ïîýòîìó

∫∫∫
T

x dx dy dz =

2∫
0

dx

1− x2∫
0

dy

2−x−2y∫
0

x dz =

2∫
0

dx

1− x2∫
0

(
xz|2−x−2y

0

)
dy =

=

2∫
0

dx

1− x2∫
0

(2x− x2 − 2xy)dy =

2∫
0

(
2xy − x2y − xy2

)∣∣1− x2
0

dx =

=

2∫
0

(
x− x2 +

x3

4

)
dx =

(
x2

2
− x3

3
+
x4

16

)∣∣∣∣2
0

=
1

3
.

2.3. Çàìåíà ïåðåìåííûõ â òðîéíîì èíòåãðàëå

Ïðè âû÷èñëåíèè òðîéíûõ èíòåãðàëîâ ÷àñòî èñïîëüçóþò ïåðåõîä ê öèëèíäðè-
÷åñêèì èëè ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì.

Òðîéíîé èíòåãðàë â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ

Ðèñ. 17.

Â ñëó÷àå öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàò
ïîëîæåíèå òî÷êè M îïðåäåëÿåòñÿ òðåìÿ
êîîðäèíàòàìè r, ϕ, z, ãäå (r, ϕ) � ïîëÿð-
íûå êîîðäèíàòû ïðîåêöèè M ′ òî÷êè M íà
ïëîñêîñòü Oxy, à z � àïïëèêàòà òî÷êè M
(ðèñ. 17). Òðîéêà ÷èñåë (r, ϕ, z) íàçûâàåò-
ñÿ öèëèíäðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè òî÷-
êè M .

Ðàçîáüåì îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ T íà äîñòàòî÷íî ìàëûå ÷àñòè Ti (êðèâî-
ëèíåéíûå ïðèçìû) ïîâåðõíîñòÿìè: ïîëóïëîñêîñòÿìè ϕ = ϕi, êðóãîâûìè öèëèí-
äðàìè r = ri, îñè êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ îñüþ Oz è ïëîñêîñòÿìè z = zi, ïåðïåí-
äèêóëÿðíûìè îñè Oz (ðèñ. 18). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â îñíîâàíèè òàêîé ïðèçìû
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Ðèñ. 18.

ëåæèò ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè ðàâíûìè ∆ri è 2ri−1 sin ∆ϕi
2 ∼ ri−1∆ϕi, åñ-

ëè ∆ϕi → 0. Ïîýòîìó ïëîùàäü îñíîâàíèÿ êàæäîé ïðèçìû Tk ðàâíà ri−1∆ϕi∆ri,
âûñîòà ïðèçìû ðàâíà ∆zi. Òîãäà îáúåì Ti ðàâåí ∆Vi = ri−1∆ϕi∆ri∆zi. Ïîýòî-
ìó òðîéíîé èíòåãðàë â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ îò ôóíêöèè F (r, ϕ, z) ïî
îáëàñòè T èìååò âèä ∫∫∫

T

F (r, ϕ, z) r dr dϕ dz.

Ïåðåõîä îò ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò (x, y, z) ê öèëèíäðè÷åñêèì (r, ϕ, z) çà-
äàåòñÿ ôîðìóëàìè

x = r cosϕ, 0 6 r < +∞,
y = r sinϕ, 0 6 ϕ < 2π, (9)

z = z, −∞ < z < +∞.

Èíîãäà â êà÷åñòâå ïðîìåæóòêà èçìåíåíèÿ ϕ áåðåòñÿ ïðîìåæóòîê −π < ϕ 6 π.
Òîãäà ôîðìóëà çàìåíû ïåðåìåííûõ â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ïðèìåò âèä∫∫∫

T

f(x, y, z) dx dy dz =

∫∫∫
T

F (r, ϕ, z) r dr dϕ dz. (10)

Òðîéíîé èíòåãðàë â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ

Ðèñ. 19.

Â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ïîëîæåíèå òî÷-
êè M îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëàìè r, θ, ϕ, ãäå
r � ðàññòîÿíèå òî÷êè M îò íà÷àëà êîîð-
äèíàò (òî÷êè O), θ � óãîë ìåæäó ëó÷à-
ìè OM è Oz, ϕ � óãîë ìåæäó ïðîåê-
öèåé OM íà ïëîñêîñòü Oxy è îñüþ Ox
(ðèñ. 19). Òðîéêà ÷èñåë (r, θ, ϕ) íàçûâà-
åòñÿ ñôåðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè òî÷-
êè M .
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Ðèñ. 20.

Ðàçîáüåì äàííóþ îáëàñòü T íà ÷àñòè Ti ïîâåðõíîñòÿìè: ñôåðàìè r = ri, êî-
íè÷åñêèìè ïîâåðõíîñòÿìè θ = θi ñ âåðøèíàìè â íà÷àëå êîîðäèíàò è ïîëóïëîñêî-
ñòÿìè ϕ = ϕi, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç îñü Oz (ðèñ. 20). Òîãäà êàæäóþ òàêóþ ÷àñòü
Ti ìîæíî ñ÷èòàòü ïàðàëëåëåïèïåäîì ñ ðåáðàìè ∆ri, ri−1∆θi, ri−1 sin θi−1∆ϕi.
Ïîýòîìó îáúåì Ti ðàâåí

∆Vi = r2
i−1 sin θi−1∆ri∆θi∆ϕi.

À òðîéíîé èíòåãðàë îò ôóíêöèè F (r, θ, ϕ) ïî îáëàñòè T èìååò âèä∫∫∫
T

F (r, θ, ϕ)r2 sin θ dr dθ dϕ.

Ïåðåõîä îò ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò (x, y, z) ê ñôåðè÷åñêèì (r, θ, ϕ) çàäàåòñÿ
ôîðìóëàìè

x = r sin θ cosϕ, 0 6 r < +∞,
y = r sin θ sinϕ, 0 6 θ 6 π, (11)

z = r cos θ, 0 6 ϕ < 2π.

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà ôîðìóëà çàìåíû ïåðåìåííûõ â ñôåðè÷åñêèõ êîîð-
äèíàòàõ èìååò âèä∫∫∫

T

f(x, y, z) dx dy dz =

∫∫∫
T

F (r, θ, ϕ) r2 sin θ dr dθ dϕ. (12)
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Ðèñ. 21.

Èíîãäà óäîáíî â êà÷åñòâå óãëà θ âûáðàòü
óãîë ìåæäó ëó÷àìè OM è OM ′ (M ′ � ïðî-
åêöèÿ M íà ïëîñêîñòü Oxy) ñî çíàêîì ïëþñ,
åñëè z > 0, è ñî çíàêîì ìèíóñ, åñëè z < 0
(ðèñ. 21). Òîãäà −π2 6 θ 6 π

2 , à ôîðìóëû (11)
íóæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

x = r cos θ cosϕ, 0 6 r < +∞,
y = r cos θ sinϕ, −π

2
6 θ 6

π

2
,

z = r sin θ, 0 6 ϕ < 2π.

Òîãäà ∫∫∫
T

f(x, y, z) dx dy dz =

∫∫∫
T

F (r, θ, ϕ) r2 cos θ dr dθ dϕ.

Îáùàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ â òðîéíîì èíòåãðàëå

Ïóñòü ôóíêöèè

x = ϕ(u, v, w),

y = ψ(u, v, w), (13)

z = χ(u, v, w).

âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàþò îáëàñòü T â ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàòàõ x, y,
z íà îáëàñòü τ â êîîðäèíàòàõ u, v, w (ò. å. ðàçëè÷íûì òî÷êàì îáëàñòè τ ñîîòâåò-
ñòâóþò ðàçëè÷íûå òî÷êè îáëàñòè T ). Ïðè ýòîì ôóíêöèè (13) â îáëàñòè τ èìåþò
íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå è îòëè÷íûé îò íóëÿ îïðåäåëèòåëü (ÿêîáèàí
îòîáðàæåíèÿ)

D(x, y, z)

D(u, v, w)
=

∣∣∣∣∣∣∣
∂x
∂u

∂x
∂v

∂x
∂w

∂y
∂u

∂y
∂v

∂y
∂w

∂z
∂u

∂z
∂v

∂z
∂w

∣∣∣∣∣∣∣ .
Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫∫∫

T

f(x, y, z) dx dy dz =

∫∫∫
τ

f(ϕ(u, v, w), ψ(u, v, w), χ(u, v, w))×

×
∣∣∣∣D(x, y, z)

D(u, v, w)

∣∣∣∣ du dv dw.
Ýòà ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé çàìåíû ïåðåìåííûõ â òðîéíîì èíòå-

ãðàëå .
Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ïåðåõîäà ê öèëèíäðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì

x = r cosϕ, y = r sinϕ, z = z,

ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ:
D(x, y, z)

D(r, ϕ, z)
= r.
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Â ñëó÷àå ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò

x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ, z = r cos θ

ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ
D(x, y, z)

D(r, θ, ϕ)
= r2 sin θ,

à åñëè èñïîëüçóåòñÿ ïåðåõîä ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì ïî ôîðìóëàì

x = r cos θ cosϕ, y = r cos θ sinϕ, z = r sin θ,

òî ÿêîáèàí
D(x, y, z)

D(r, θ, ϕ)
= r2 cos θ.

Ïðèìåð 9. Âû÷èñëèòü

∫∫∫
T

(x2 + y2 + z2) dx dy dz, ãäå T � òåëî, îãðàíè÷åííîå

ïîâåðõíîñòÿìè x2 + y2 = 9, x = 0, z = 0, z = 4 (x > 0).

Ðèñ. 22.

Ðåøåíèå. Îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 22, à. Ïåðåéäåì ê öè-
ëèíäðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì ôîðìóëàì (9). Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ îáëàñòü èíòåãðè-
ðîâàíèÿ τ (ðèñ. 22, á) ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëåïèïåäîì è îãðàíè÷åíà ïëîñêîñòÿìè
ϕ = 0, ϕ = 2π, r = 0, r = 3, z = 0 è z = 4. Ïî ôîðìóëå (10) áóäåì èìåòü

∫∫∫
T

(x2 + y2 + z2) dx dy dz =

∫∫∫
τ

(r2 + z2)r dr dϕ dz =

2π∫
0

dϕ

3∫
0

dr

4∫
0

(r3 + rz2)dz =

= 2π

3∫
0

(
r3z +

rz3

3

)∣∣∣∣4
0

dr = 2π

3∫
0

(
4r3 +

64

3
r

)
dr = 2π

(
r4 +

32

3
r2

)∣∣∣∣3
0

= 354π.

Ïðèìåð 10. Âû÷èñëèòü

∫∫∫
T

(x2 + y2 − z2) dx dy dz, ãäå T � òåëî, îãðàíè÷åííîå

ïîâåðõíîñòÿìè x2 + y2 + z2 = 4, x2 + y2 + z2 = 1, x = 0, y = 0, z = 0 (x, y, z > 0).
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Ðèñ. 23.

Ðåøåíèå. Íà ðèñóíêå 23, à ïîêàçàíî òåëî èíòåãðèðîâàíèÿ T . Çäåñü óäîáíî ïå-
ðåéòè ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì (r, ϕ, θ), íàïðèìåð, ïî ôîðìóëàì

x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ, z = r cos θ,

ïðè÷åì ïåðåìåííàÿ r áóäåò èçìåíÿòüñÿ îò 1 äî 2, à ïåðåìåííûå ϕ è θ îò 0 äî π
2 .

ßêîáèàí îòîáðàæåíèÿ ðàâåí r2 sin θ, à ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ â ñôåðè÷åñêèõ
êîîðäèíàòàõ ðàâíà −r2 cos 2θ. Òîãäà ïî ôîðìóëå (12) áóäåì èìåòü

∫∫∫
T

(x2 + y2 − z2) dx dy dz = −

π
2∫

0

dθ

π
2∫

0

dϕ

2∫
1

r4 cos 2θ sin θ dr =

= −

π
2∫

0

cos 2θ sin θ dθ

π
2∫

0

(
r5

5

∣∣∣∣2
1

)
dϕ =

31

5
· π

2
·

π
2∫

0

(2 cos2 θ − 1)d(cos θ) =

=
31π

10

(
2 cos3 θ

3
− cos θ

)∣∣∣∣π2
0

=
31π

30
.

3. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà

3.1. Îïðåäåëåíèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà

Ðèñ. 24.

Ïóñòü íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy çà-
äàíà ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ L, íå èìåþùàÿ òî-
÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ è ó÷àñòêîâ ñàìîíàëåãà-
íèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî L ÿâëÿåòñÿ íåçàìêíó-
òîé êðèâîé è îãðàíè÷åííîé òî÷êàìè A è B.

Ïóñòü â òî÷êàõ êðèâîé L = AB îïðåäåëå-
íà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(x, y). Ðàçîáüåì êðè-
âóþ AB òî÷êàìè A = M0, M1, . . . , B = Mn íà
n ïðîèçâîëüíûõ äóã Mi−1Mi (ðèñ. 24) ñ äëèíà-
ìè ∆li (i = 1, . . . , n). Íà êàæäîé äóãå Mi−1Mi

âûáåðåì íåêîòîðóþ òî÷êó Ni(xi, yi) è ñîñòàâèì
èíòåãðàëüíóþ ñóììó

σ =
n∑
i=1

f(xi, yi)∆li.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç λ = max
16i6n

∆li íàèáîëüøóþ èç äëèí äóã Mi−1Mi.

Îïðåäåëåíèå. Ïðåäåë èíòåãðàëüíîé ñóììû σ ïðè λ → 0 íàçûâàåòñÿ êðèâî-
ëèíåéíûì èíòåãðàëîì ïåðâîãî ðîäà îò ôóíêöèè f(x, y) âäîëü êðèâîé L è
îáîçíà÷àåòñÿ ∫

L

f(x, y) dl èëè

∫
AB

f(x, y) dl.

Òàêèì îáðàçîì, ïî îïðåäåëåíèþ,∫
L

f(x, y) dl = lim
λ→0

n∑
i=1

f(xi, yi)∆li.

Îñîáî îòìåòèì, ÷òî êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà íå çàâèñèò îò
òîãî, â êàêîì íàïðàâëåíèè ïðîáåãàåòñÿ êðèâàÿ L, ò. å.∫

AB

f(x, y) dl =

∫
BA

f(x, y) dl.

Åñëè f(x, y) = 1, òî êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà îò ýòîé ôóíêöèè
ïî AB ðàâåí äëèíå êðèâîé AB: ∫

AB

f(x, y) dl = l.

Åñëè f(x, y) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ êðèâîé L, òî êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåð-
âîãî ðîäà âû÷èñëÿåò ìàññó ýòîé êðèâîé L.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà äëÿ ïðî-
ñòðàíñòâåííîé êðèâîé L ∫

L

f(x, y, z) dl.

3.2. Âû÷èñëåíèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðèâàÿ L îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè

x = ϕ(t), y = ψ(t) (α 6 t 6 β). (14)

Îïðåäåëåíèå. Êðèâàÿ L íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé, åñëè ôóíêöèè ϕ(t) è ψ(t) îá-
ëàäàþò íåïðåðûâíûìè ïðîèçâîäíûìè ϕ′(t) è ψ′(t) íà îòðåçêå [a, b].

Îïðåäåëåíèå. Êðèâóþ L ìû áóäåì íàçûâàòü êóñî÷íî-ãëàäêîé, åñëè îíà
íåïðåðûâíà è ðàñïàäàåòñÿ íà êîíå÷íîå ÷èñëî íå èìåþùèõ îáùèõ âíóòðåííèõ
òî÷åê êóñêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãëàäêóþ êðèâóþ.

Åñëè êðèâàÿ L ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî ãëàäêîé êðèâîé, çàäàííîé óðàâíåíèÿìè (14),
à ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíàÿ íà êðèâîé L, òî ñóùåñòâóåò êðèâîëèíåéíûé èí-
òåãðàë ïåðâîãî ðîäà è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∫
L

f(x, y) dl =

β∫
α

f(ϕ(t), ψ(t))
√

(ϕ′(t))2 + (ψ′(t))2 dt. (15)
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Ïóñòü f(x, y) íåïðåðûâíàÿ íà êðèâîé L ôóíêöèÿ. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäó-
þùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Åñëè êðèâàÿ L çàäàíà ÿâíî óðàâíåíèåì y = y(x), a 6 x 6 b, è ôóíêöèÿ y(x)
èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ íà [a, b], òî ôîðìóëà (15) ïðèíèìàåò âèä

∫
L

f(x, y) dl =

b∫
a

f(x, y(x))
√

1 + (y′(x))2 dx. (16)

2. Åñëè êðèâàÿ L çàäàíà â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèåì r = r(ϕ),
α 6 ϕ 6 β, ôóíêöèÿ r(ϕ) èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ íà îòðåçêå [α, β],
òî ôîðìóëà (15) ïðèíèìàåò âèä

∫
L

f(x, y) dl =

β∫
α

f(r(ϕ) cosϕ, r(ϕ) sinϕ)
√
r2(ϕ) + r′2(ϕ) dx. (17)

3. Äëÿ ãëàäêîé ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé L, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè óðàâ-
íåíèÿìè

x = ϕ(t), y = ψ(t), z = χ(t) (α 6 t 6 β),

ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

∫
L

f(x, y, z) dl =

β∫
α

f(ϕ(t), ψ(t), χ(t))
√

(ϕ′(t))2 + (ψ′(t))2 + (χ′(t))2 dt. (18)

Äëÿ êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ ïåðâîãî ðîäà ñïðàâåäëèâû ñâîéñòâà, àíàëî-
ãè÷íûå ñâîéñòâàì îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.

Ïðèìåð 11. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∫
L

(x4/3 + y4/3) dl, ãäå L : x = a cos3 t, y = a sin3 t

(a > 0, 0 6 t 6 2π) � àñòðîèäà (ðèñ. 25).

Ðèñ. 25.
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Ðåøåíèå. Àñòðîèäà ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ãëàäêèõ êðèâûõ AB, BC, CD è DA.
Íàéäåì ïðîèçâîäíûå x è y:

x′ = −3a cos2 t sin t, y′ = 3a sin2 t cos t.

Òîãäà
√
x′2 + y′2dt = 3a| cos t sin t| dt. Ïîñêîëüêó íà êðèâîé L ïîäûíòåãðàëüíàÿ

ôóíêöèÿ
x4/3 + y4/3 = a4/3(cos4 t+ sin4 t)

ÿâëÿåòñÿ
π

2
-ïåðèîäè÷åñêîé, òî

∫
L

(x4/3 + y4/3) dl =

2π∫
0

a4/3(cos4 t+ sin4 t) 3a | cos t sin t| dt =

= 4·3a7/3

π/2∫
0

(
cos5 t sin t+ sin5 t cos t

)
dt = 12a7/3

(
− cos6 t

6

∣∣∣∣π/2
0

+
sin6 t

6

∣∣∣∣π/2
0

)
= 4a7/3.

Ïðèìåð 12. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà

∫
L

(x+2
√
y) dl, ãäå

L � äóãà êðèâîé y = x2 îò òî÷êè O(0, 0) äî A(2, 4).

Ðåøåíèå. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (16), áóäåì èìåòü

∫
L

(x+2
√
y) dl =

2∫
0

(x+2x)
√

1 + 4x2 dx = 3

2∫
0

x
√

1 + 4x2 dx =
3

8

2∫
0

√
1 + 4x2 d(1+4x2) =

=
1

4
(1 + 4x2)

3
2

∣∣∣2
0

=
1

4
(17
√

17− 1).

Ïðèìåð 13. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà

∫
L

(x+y) dl, ãäå L :

(x2 + y2)2 = a2(x2 − y2) � ëåìíèñêàòà Áåðíóëëè, a > 0 (ðèñ. 26).

Ðèñ. 26.
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Ðåøåíèå. Ïåðåéäåì ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì ïî ôîðìóëàì x = r cosϕ,
y = r sinϕ. Òîãäà óðàâíåíèå ëåìíèñêàòû ïîëó÷èì â âèäå

r = a
√

cos 2ϕ, ãäå ϕ ∈
[
−π

4
,
π

4

]
∪
[

3π

4
,

5π

4

]
.

Èìååì r′ = − a sin 2ϕ√
cos 2ϕ

è
√
r2 + (r′)2 =

a√
cos 2ϕ

. Ñëåäîâàòåëüíî,

∫
L

(x+y) dl=

π
4∫

−π4

a
√

cos 2ϕ(cosϕ+sinϕ)· a√
cos 2ϕ

dϕ+

5π
4∫

3π
4

a
√

cos 2ϕ(cosϕ+sinϕ)· a√
cos 2ϕ

dϕ =

= a2

π
4∫

−π4

(cosϕ+sinϕ) dϕ+a2

5π
4∫

3π
4

(cosϕ+sinϕ) dϕ = a2(sinϕ−cosϕ)
∣∣π4
−π4

+a2(sinϕ−cosϕ)
∣∣ 5π4
− 3π

4

=

=
√

2a2 −
√

2a2 = 0.

Ïðèìåð 14. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà

∫
L

√
x2 + y2 dl, ãäå

L � êîíè÷åñêàÿ âèíòîâàÿ ëèíèÿ, çàäàííàÿ ïàðàìåòðè÷åñêè óðàâíåíèÿìè

x = t cos t, y = t sin t, z = t, t ∈ [0, 1].

Ðåøåíèå. Êðèâàÿ L ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé. Èìååì

x′ = cos t− t sin t, y′ = sin t+ t cos t, z′ = 1.

Òîãäà ïî ôîðìóëå (18)

∫
L

√
x2 + y2 dl =

1∫
0

√
(t cos t)2 + (t sin t)2·

√
(cos t− t sin t)2 + (sin t+ t cos t)2 + 1 dt =

=

1∫
0

t
√

2 + t2 dt =
1

3
(2 + t2)

3
2

∣∣∣1
0

=
1

3
(3
√

3− 2
√

2).

4. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà

4.1. Îïðåäåëåíèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà

Ïóñòü íà ïëîñêîñòè Oxy çàäàíà ñïðÿìëÿåìàÿ íåçàìêíóòàÿ êðèâàÿ AB áåç ñà-
ìîïåðåñå÷åíèé è ïóñòü íà AB çàäàíû äâå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè P (x, y) è Q(x, y).
Ðàçîáüåì êðèâóþ AB òî÷êàìè A = M0(x0, y0), M1(x1, y1), . . . , B = Mn(xn, yn) â
íàïðàâëåíèè îò A ê B íà n äóã Mi−1Mi, i = 1, . . . , n. Ïóñòü ∆li � äëèíà äó-
ãè Mi−1Mi, à λ � íàèáîëüøàÿ èç äëèí ∆li. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆xi = xi − xi−1

è ∆yi = yi − yi−1 ïðîåêöèè âåêòîðà Mi−1Mi íà îñè êîîðäèíàò (ðèñ. 27).
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Ðèñ. 27.

Íà êàæäîé äóãå Mi−1Mi ïðîèçâîëüíî âûáåðåì
òî÷êóNi(ξi, ηi) è ñîñòàâèì èíòåãðàëüíûå ñóììû
äëÿ ôóíêöèé P (x, y), Q(x, y):

σ1 =

n∑
i=1

P (ξi, ηi)∆xi, σ2 =

n∑
i=1

Q(ξi, ηi)∆yi.

Îïðåäåëåíèå. Ïðåäåë èíòåãðàëüíîé ñóììû
σ1 (σ2) ïðè λ → 0 íàçûâàåòñÿ êðèâîëèíåé-

íûì èíòåãðàëîì âòîðîãî ðîäà îò ôóíêöèè
P (x, y) (ñîîòâåòñòâåííî Q(x, y)) ïî êðèâîé AB
è îáîçíà÷àåòñÿ∫

AB

P (x, y) dx

 ∫
AB

Q(x, y) dy

 .

Èòàê, ïî îïðåäåëåíèþ,∫
AB

P (x, y) dx = lim
λ→0

n∑
i=1

P (ξi, ηi)∆xi,

∫
AB

Q(x, y) dy = lim
λ→0

n∑
i=1

Q(ξi, ηi)∆yi.

Îáðàòèì îñîáîå âíèìàíèå íà òî, ÷òî â îòëè÷èå îò êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà
ïåðâîãî ðîäà êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà çàâèñèò îò òîãî, â êàêîì
íàïðàâëåíèè (îò A ê B èëè îò B ê A) ïðîõîäèòñÿ êðèâàÿ AB. Åñëè èçìåíèòü
íàïðàâëåíèå îáõîäà êðèâîé, òî èçìåíÿòñÿ çíàêè ïðîåêöèé ∆xi è ∆yi â èíòå-
ãðàëüíûõ ñóììàõ σ1 è σ2, ïîýòîìó ñàìè ñóììû σ1 è σ2 è èõ ïðåäåëû èçìåíÿò
çíàê. Ñëåäîâàòåëüíî, êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà ìåíÿåò çíàê ïðè
èçìåíåíèè íàïðàâëåíèÿ îáõîäà êðèâîé, ò. å.∫

AB

P (x, y) dx = −
∫
BA

P (x, y) dx,

∫
AB

Q(x, y) dy = −
∫
BA

Q(x, y) dy.

Ðèñ. 28.

Âûáåðåì íà êðèâîé AB ïðîèçâîëüíóþ òî÷-
êó M(x, y) (ðèñ. 28). Ïóñòü ~r = x~i + y~j �
ðàäèóñ-âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé íà÷àëî êîîðäèíàò
ñ òî÷êîé M , d~r = dx~i + dy~j. Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç ~F1 = P (x, y)~i + 0~j, ~F2 = 0~i + Q(x, y)~j,
~F = ~F1 + ~F2 = P (x, y)~i+Q(x, y)~j.

Òîãäà îïðåäåëåííûå âûøå êðèâîëèíåéíûå
èíòåãðàëû âòîðîãî ðîäà ìîæíî çàïèñàòü ñëåäó-
þùèì îáðàçîì∫
AB

P (x, y) dx =

∫
AB

( ~F1, d~r),

∫
AB

Q(x, y) dy =

∫
AB

( ~F2, d~r),

ãäå çàïèñè ( ~F1, d~r) è ( ~F2, d~r) îáîçíà÷àþò ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ âåêòîðîâ.
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Îïðåäåëåíèå. Èíòåãðàë ∫
AB

(~F , d~r)

íàçûâàþò îáùèì êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì âòîðîãî ðîäà ïî êðè-
âîé AB.

Èòàê, îáùèé êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà (â äàëüíåéøåì áóäåì åãî
íàçûâàòü ïðîñòî êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì âòîðîãî ðîäà)∫

AB

(~F , d~r) =

∫
AB

P (x, y) dx+Q(x, y) dy. (19)

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà ïî çàìêíóòîé êðè-
âîé L ÷àñòî óïîòðåáëÿåòñÿ çàïèñü∮

L

P (x, y) dx+Q(x, y) dy.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà∫
AB

P (x, y, z) dx+Q(x, y, z) dy +R(x, y, z) dz (20)

ïî ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé AB.
Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà îáëàäàåò ñâîéñòâàìè, àíàëîãè÷íûìè

ñâîéñòâàì îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.

4.2. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà

Ïóñòü ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà N(x, y) åäèíè÷íîé ìàññû äâèæåòñÿ íà ïëîñêîñòè

Oxy ïî êðèâîé AB ïîä äåéñòâèåì íåêîòîðîé ñèëû ~F , êîòîðàÿ ìåíÿåòñÿ ïî âåëè-
÷èíå è íàïðàâëåíèþ ïðè ïåðåìåùåíèè òî÷êè N .

Ðèñ. 29.

Ðàçîáüåì êðèâóþAB òî÷êàìèA = M0(x0, y0),
M1(x1, y1), . . . , B = Mn(xn, yn) íà n äóã ñ äëè-
íàìè ∆li â íàïðàâëåíèè îò A ê B (ðèñ. 29). Îáî-
çíà÷èì λ = max

16i6n
∆li. Íà êàæäîé äóãå Mi−1Mi

ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì âîçüìåì òî÷êóNi(ξi, ηi),

i = 1, . . . , n, è ðàññìîòðèì âåêòîð
−−−−−→
Mi−1Mi ñ

êîîðäèíàòàìè (∆xi,∆yi), ãäå ∆xi = xi − xi−1,

∆yi = yi − yi−1. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà
−−−−−→
Mi−1Mi

ñèëà ~F ïîñòîÿííà è ðàâíà ñèëå ~Fi â òî÷êåNi. Òî-

ãäà ïîä ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (~Fi,
−−−−−→
Mi−1Mi)

ìîæíî ïîíèìàòü ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ðàáî-
òû Ai ñèëû ~Fi ïðè ïåðåìåùåíèè òî÷êè ïî äóãå
Mi−1Mi, ò. å.

Ai ≈ (~Fi,
−−−−−→
Mi−1Mi).

Ïóñòü
~F = P (x, y)~i+Q(x, y)~j,
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ãäå P (x, y), Q(x, y) � ïðîåêöèè âåêòîðà ~F íà îñè Ox è Oy. Òîãäà

(~Fi,
−−−−−→
Mi−1Mi) = P (ξi, ηi) ∆xi +Q(ξi, ηi) ∆yi.

Ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ðàáîòû A ñèëû ~F ïî âñåé êðèâîé AB çàïèøåì êàê

A ≈
n∑
i=1

(P (ξi, ηi) ∆xi +Q(ξi, ηi) ∆yi) =
n∑
i=1

P (ξi, ηi) ∆xi +
n∑
i=1

Q(ξi, ηi) ∆yi.

Åñëè λ→ 0, òî çà òî÷íîå çíà÷åíèå ðàáîòû A ïðèìåì ïðåäåë

A = lim
λ→0

(
n∑
i=1

P (ξi, ηi) ∆xi +
n∑
i=1

Q(ξi, ηi) ∆yi

)
,

êîòîðûé ðàâåí êðèâîëèíåéíîìó èíòåãðàëó âòîðîãî ðîäà ïî êðèâîé AB.
Òàêèì îáðàçîì, êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ðàáîòó A ïåðåìåííîé ñèëû ~F = P (x, y)~i + Q(x, y)~j ïðè ïåðåìåùåíèè òî÷êè ïî
êðèâîé AB, ò. å.

A =

∫
AB

P (x, y) dx+Q(x, y) dy.

4.3. Âû÷èñëåíèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà

Åñëè AB � êóñî÷íî ãëàäêàÿ êðèâàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíèÿìè

x = ϕ(t), y = ψ(t), α 6 t 6 β,

A = A(ϕ(α), ψ(α)), B = B(ϕ(β), ψ(β)),

à ôóíêöèè P (x, y) è Q(x, y) íåïðåðûâíû íà êðèâîé AB, òî ñóùåñòâóåò èíòåãðàë
(19) è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∫
AB

P (x, y) dx+Q(x, y) dy =

β∫
α

[P (ϕ(t), ψ(t))ϕ′(t) +Q(ϕ(t), ψ(t))ψ′(t)] dt. (21)

Åñëè êðèâàÿ AB çàäàíà óðàâíåíèåì y = y(x), a 6 x 6 b, è èìååò êóñî÷íî-
íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ, à ôóíêöèè P (x, y) è Q(x, y) íåïðåðûâíû íà êðèâîé
AB, òî ôîðìóëà (21) ïðèíèìàåò âèä

∫
AB

P (x, y) dx+Q(x, y) dy =

b∫
a

[P (x, y(x)) +Q(x, y(x))y′(x)] dx. (22)

Äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé êóñî÷íî ãëàäêîé êðèâîé êðèâîé AB, çàäàííîé óðàâíå-
íèÿìè

x = ϕ(t), y = ψ(t), z = χ(t), α 6 t 6 β,

A = A(ϕ(α), ψ(α), χ(α)), B = B(ϕ(β), ψ(β), χ(β)),

26



íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé P (x, y, z), Q(x, y, z) è R(x, y, z) íà AB èíòåãðàë (20) âû-
÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå∫
AB

P (x, y, z) dx+Q(x, y, z) dy +R(x, y, z) dz =

=

β∫
α

[P (ϕ(t), ψ(t), χ(t))ϕ′(t)+Q(ϕ(t), ψ(t), χ(t))ψ′(t)+R(ϕ(t), ψ(t), χ(t))χ′(t)] dt.

Ïðèìåð 15. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà

∫
AB

2xy dx+x2 dy ïî

òðåì êðèâûì, îòìå÷åííûì íà ðèñóíêå 30 è ñîåäèíÿþùèì òî÷êè O(0, 0), B(1, 1).

Ðèñ. 30.

Ðåøåíèå. 1. Ïóñòü òî÷êè A è B ñîåäèíåíû îòðåçêîì ïðÿìîé y = x, x ∈ [0, 1].
Òîãäà y′ = 1 è

I1 =

1∫
0

(2x · x dx+ x2 dx) =

1∫
0

3x2 dx = x3
∣∣1
0

= 1.

2. Ïóñòü AB: y = x2, x ∈ [0, 1]. Â ýòîì ñëó÷àå y′ = 2x è

I2 =

1∫
0

(2x · x2 dx+ x2 · 2x dx) =

1∫
0

4x3 dx = x4
∣∣1
0

= 1.

3. Ïóñòü òî÷êè A è B ñîåäèíåíû ïî ëîìàíîé ACB, òîãäà, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî
àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà, áóäåì èìåòü∫

AB

2xy dx+ x2 dy =

∫
AC

2xy dx+ x2 dy +

∫
CB

2xy dx+ x2 dy.

Îòðåçîê AC: y = 0, x ∈ [0, 1] è äëÿ íåãî ïîëó÷èì

IAC =

∫
AC

2xy dx+ x2 dy =

1∫
0

(2x · 0 · dx+ x2 · 0 dx) = 0.
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Íà îòðåçêå CB, êîòîðûé çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì x = 1, y ∈ [0, 1], èíòåãðàë

ICB =

∫
CB

2xy dx+ x2 dy =

1∫
0

(2 · 1 · y · 0 dy + 12 dy) = y|10 = 1.

Ïîýòîìó
I3 = IAC + ICB = 0 + 1 = 1.

Ïðèìåð 16. Âû÷èñëèòü

∮
L

(x + y) dx + (x − y) dy, ãäå L � îêðóæíîñòü, çàäàííàÿ

óðàâíåíèåì (x− 1)2 + (y − 1)2 = 4.

Ðåøåíèå. Çàïèøåì óðàâíåíèå îêðóæíîñòè ïàðàìåòðè÷åñêè:

x = 1 + 2 cos t, y = 1 + 2 sin t, 0 6 t 6 2π.

Òîãäà
dx = −2 sin t dt, dy = 2 cos t dt

è ∮
L

(x+ y) dx+ (x− y) dy =

2π∫
0

(2 + 2 cos t+ 2 sin t)(−2 sin t) dt+

+(2 cos t− 2 sin t)2 cos t dt =

2π∫
0

(−4 sin t− 8 sin t cos t+ 4 cos 2t) dt =

= (4 cos t+ 4 cos2 t+ 2 sin 2t)
∣∣2π
0

= 0.

4.4. Ñâÿçü ìåæäó êðèâîëèíåéíûìè èíòåãðàëàìè ïåðâîãî è âòîðîãî

ðîäà

Ïóñòü AB � êóñî÷íî ãëàäêàÿ êðèâàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíèÿìè

x = ϕ(t), y = ψ(t), α 6 t 6 β,

ôóíêöèè P (x, y) è Q(x, y) íåïðåðûâíû íà êðèâîé AB è ~τ =
d~r

|d~r|
= {cosα, sinα}

� íàïðàâëåíèå âåêòîðà d~r = {dx, dy} â òî÷êå M(x, y), ~F = P (x, y)~i + Q(x, y)~j.
Òîãäà∫

AB

P (x, y) dx+Q(x, y) dy=

∫
AB

(P (x, y) cosα+Q(x, y) sinα) dl=

∫
AB

(~F , ~τ) dl. (23)

Òàêèì îáðàçîì, êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà ñâåäåí ê êðèâîëèíåé-
íîìó èíòåãðàëó ïåðâîãî ðîäà.
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Äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé AB ñïðàâåäëèâî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå, à
ôîðìóëà (23) èìååò âèä∫
AB

P (x, y, z) dx+Q(x, y, z) dy +R(x, y, z) dz =

=

∫
AB

(P (x, y, z) cosα+Q(x, y, z) cosβ +R(x, y, z) cos γ) dl =

∫
AB

(~F , ~τ) dl,

ãäå
~F = P (x, y, z)~i+Q(x, y, z)~j +R(x, y, z)~k,

~τ =
d~r

|d~r|
= cosα~i+ cosβ~j + cos γ ~k,

α, β, γ � óãëû ìåæäó âåêòîðîì ~τ ê êðèâîé â òî÷êåM(x, y, z) è îñÿìè Ox, Oy, Oz.

4.5. Ôîðìóëà Ãðèíà

Ïóñòü íà ïëîñêîñòè Oxy çàäàíà ïðàâèëüíàÿ îòíîñèòåëüíî îñè Ox èëè îñè Oy
îáëàñòü G, îãðàíè÷åííàÿ çàìêíóòîé êðèâîé (èëè åùå ãîâîðÿò ¾êîíòóðîì¿) L.

Ñêàæåì, ÷òî êðèâàÿ L îáõîäèòñÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îòíî-
ñèòåëüíî îáëàñòè G, åñëè ïðè äâèæåíèè ïî L îáëàñòü G îñòàåòñÿ ñëåâà îò ýòîé
êðèâîé (ðèñ. 31, à). Òàêîé îáõîä òàêæå íàçûâàþò îáõîäîì êîíòóðà ïðîòèâ íà-
ïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Åñëè æå îáõîä êîíòóðà ïðîèçâîäèòñÿ ïî
íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ ÷àñîâîé ñòðåëêè, òî áóäåì åãî íàçûâàòü îòðèöàòåëü-
íûì îòíîñèòåëüíî G (ðèñ. 31, á).

Ðèñ. 31. Îáõîä êðèâîé à) â ïîëîæèòåëüíîì, á) â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ôóíêöèè P (x, y) è Q(x, y) è èõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂P

∂y

è
∂Q

∂x
íåïðåðûâíû â îáëàñòè G. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∮

L

P dx+Qdy =

∫∫
G

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx dy, (24)

ïðè÷åì êîíòóð L îáõîäèòñÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îòíîñèòåëüíî îá-
ëàñòè G.

Ôîðìóëà (24) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Ãðèíà2.

2Äæîðäæ Ãðèí (1793 - 1841) � àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê è ôèçèê.
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Ðèñ. 32.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îáëàñòü G ÿâëÿåò-
ñÿ ïðàâèëüíîé îòíîñèòåëüíî îñè Oy,
L� å¼ ãðàíèöàG ñ îáõîäîì ïðîòèâ íàïðàâëåíèÿ
äâèæåíèÿ ÷àñîâîé ñòðåëêè (ðèñ. 32). Ðàçîáüåì
çàìêíóòóþ êðèâóþ L íà ÷àñòè AB, BC, CD è
DA.

Ïóñòü óðàâíåíèå y = ϕ1(x), x ∈ [a, b], çàäàåò
BC, à y = ϕ2(x), x ∈ [b, a], � äóãó DA. Òîãäà

∫∫
G

∂P

∂y
dx dy =

b∫
a

dx

ϕ2(x)∫
ϕ1(x)

∂P

∂y
dy =

b∫
a

(
P (x, y)

∣∣ϕ2(x)

ϕ1(x)

)
dx =

=

b∫
a

P (x, ϕ2(x)) dx−
b∫
a

P (x, ϕ1(x)) dx.

Äâà ïîñëåäíèõ èíòåãðàëà ìîæíî çàìåíèòü êðèâîëèíåéíûìè èíòåãðàëàìè âòîðî-
ãî ðîäà. Äåéñòâèòåëüíî,

∫
BC

P (x, y) dx =

b∫
a

P (x, ϕ1(x)) dx,

∫
DA

P (x, y) dx = −
b∫
a

P (x, ϕ2(x)) dx.

Ïîñêîëüêó x ïîñòîÿííà íà îòðåçêàõ AB è CD, òî êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû∫
AB

P (x, y) dx = 0,

∫
CD

P (x, y) dx = 0.

Òîãäà∫∫
G

∂P

∂y
dx dy = −

∫
AB

P (x, y) dx−
∫
BC

P (x, y) dx−
∫
CD

P (x, y) dx−
∫
DA

P (x, y) dx =

= −
∮
L

P (x, y) dx. (25)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü∫∫
G

∂Q

∂x
dx dy =

∮
L

Q(x, y) dy. (26)

Âû÷èòàÿ èç (26) ðàâåíñòâî (25), ïîëó÷èì ôîðìóëó Ãðèíà.

Ïðèìåð 17. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

I =

∮
L

(x− y) dx+ (x+ y) dy,

ãäå L : x2 + y2 = r2.
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Ðåøåíèå. Çäåñü P = x − y, Q = x + y, ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂P

∂y
= −1,

∂Q

∂x
= 1,

òîãäà ïî ôîðìóëå Ãðèíà

I =

∫∫
G

(1− (−1)) dx dy = 2

∫∫
G

dx dy = 2S = 2πr2.

4.6. Âû÷èñëåíèå ïëîùàäè îáëàñòè ñ ïîìîùüþ êðèâîëèíåéíîãî

èíòåãðàëà

Ïîëàãàÿ â ôîðìóëå Ãðèíà Q = x, P = 0, à çàòåì Q = 0, P = −y è ó÷èòûâàÿ,
÷òî ∫∫

G

dx dy = S,

ãäå S � ïëîùàäü îáëàñòè G, ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ ïëîùàäè îáëàñòè ÷åðåç
êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû ïî å¼ ãðàíèöå:

S =

∮
L

x dy, (27)

S = −
∮
L

y dx. (28)

Ïóñòü α è β � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî α+ β = 1. Óìíîæàÿ ðàâåíñòâî
(27) íà α, à (28) íà β è ñêëàäûâàÿ, ïîëó÷èì åùå îäíó ôîðìóëó äëÿ ïëîùàäè:

S =

∮
L

αxdy − βy dx.

×àñòî ýòó ôîðìóëó èñïîëüçóþò ïðè α = β = 1
2 :

S =
1

2

∮
L

x dy − y dx. (29)

Ïðèìåð 18. Íàéòè ïëîùàäü, îãðàíè÷åííóþ àñòðîèäîé x = a cos3 t, y = a sin3 t,
0 6 t 6 2π.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó âîçðàñòàíèþ ïàðàìåòðà t ñîîòâåòñòâóåò îáõîä àñòðîèäû â
ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè, òî ïî ôîðìóëå (29) èìååì

S =
1

2

∮
L

x dy − y dx =
3a2

2

2π∫
0

(cos4 t sin2 t+ sin4 t cos2 t)dt =
3a2

2

2π∫
0

cos2 t sin2 t dt =

=
3a2

8

2π∫
0

sin2 2t dt =
3a2

16

2π∫
0

(1− cos 4t)dt =
3a2

16
(1− cos 4t)

∣∣2π
0

=
3a2π

8
.
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4.7. Óñëîâèÿ íåçàâèñèìîñòè êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà

îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ íà ïëîñêîñòè

Â ïðèìåðå 15, âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë ïî òðåì ðàçëè÷íûì êðèâûì, ñîåäèíÿþùèì
äâå äàííûå òî÷êè A è B, ìû ïîëó÷èëè îäíî è òî æå çíà÷åíèå. Áîëåå òîãî ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé êóñî÷íî ãëàäêîé êðèâîé AB ýòîò èíòåãðàë áóäåò èìåòü
òàêîå æå çíà÷åíèå. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò, ÷òî êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòî-
ðîãî ðîäà íå çàâèñèò îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ AB, à çàâèñèò òîëüêî îò ñàìèõ
òî÷åê A è B.

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèè P (x, y) è Q(x, y) íåïðåðûâíû â îáëàñòè G, òî÷êè
A è B çàôèêñèðîâàíû â G. Äëÿ òîãî ÷òîáû êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî

ðîäà

∫
AB

P dx+Qdy íå çàâèñåë îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ AB, ðàñïîëîæåííîãî â

îáëàñòè G, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûðàæåíèå P dx+ Qdy ÿâëÿëîñü
ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì íåêîòîðîé îïðåäåëåííîé â G ôóíêöèè u = u(x, y), ò. å.

du = P dx+Qdy.

Ïóñòü òî÷êè A(xA, yA), B(xB , yB) çàôèêñèðîâàíû â G. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ ýòîé òåîðåìû, òî äëÿ ëþáîé êóñî÷íî ãëàäêîé êðèâîé AB, ëåæàùåé â
îáëàñòè G∫

AB

P dx+Qdy =

∫
AB

du(x, y) = u(x, y)
∣∣(xB ,yB)

(xA,yA)
= u(xB , yB)− u(xA, yA).

Ôóíêöèþ u(x, y) ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå

u(x, y) =

(x,y)∫
(x0,y0)

P dx+Qdy + C,

ãäå ñïðàâà ñòîèò êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà ïî ïðîèçâîëüíîé êðè-
âîé L, ëåæàùåé â îáëàñòè G è ñîåäèíÿþùåé íåêîòîðóþ ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó
(x0, y0) ñ òî÷êîé (x, y), à C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Ðèñ. 33.

Â êà÷åñòâå êðèâîé L ìîæíî, íàïðèìåð, âûáðàòü ëîìàíóþ, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ
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îòðåçêîâ, ïàðàëëåëüíûõ îñÿì êîîðäèíàò (ðèñ. 33). Òîãäà

u(x, y) =

(x,y0)∫
(x0,y0)

P dx+

(x,y)∫
(x,y0)

Qdy + C =

x∫
x0

P (x, y0) dx+

y∫
y0

Q(x, y) dy + C.

Îïðåäåëåíèå. Îáëàñòü G íà ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ îäíîñâÿçíîé, åñëè äëÿ
ëþáîãî çàìêíóòîãî êîíòóðà, ëåæàùåãî â ýòîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííàÿ èì ÷àñòü
ïëîñêîñòè öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â îáëàñòè G (ðèñ. 34).

Ðèñ. 34.

Ïðèìåðàìè îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé ñëóæàò êðóã, êâàäðàò; ïðèìåð íåîäíîñâÿç-
íîé îáëàñòè � êîëüöî.

Ðèñ. 35. Îáëàñòè à), á) îäíîñâÿçíûå, â) íåîäíîñâÿçíàÿ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ḡ îáëàñòü G âìåñòå ñî ñâîåé ãðàíèöåé.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ôóíêöèè P (x, y) è Q(x, y) âìåñòå ñî ñâîèìè ÷àñòíûìè

ïðîèçâîäíûìè
∂P

∂y
è
∂Q

∂x
íåïðåðûâíû â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Ḡ. Òîãäà, äëÿ òîãî,

÷òîáû êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà ïî ëþáîìó çàìêíóòîìó êóñî÷íî
ãëàäêîìó êîíòóðó L, ðàñïîëîæåííîìó â G, áûë ðàâåí íóëþ∮

L

P dx+Qdy = 0,

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà

∂P

∂y
=
∂Q

∂x
.

Ïðèìåð 19. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

(1,1)∫
(0,0)

y dx+ x dy.
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Ðåøåíèå. Çäåñü

P = y, Q = x,
∂P

∂y
=
∂Q

∂x
= 1,

òîãäà èíòåãðàë íå çàâèñèò îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ. Â êà÷åñòâå ïóòè èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ìîæíî âçÿòü îòðåçîê ïðÿìîé y = x èëè äóãó ïàðàáîëû y = x2, èëè
÷òî-íèáóäü äðóãîå. Ïîñêîëüêó y dx+ x dy = d(xy), òî

(1,1)∫
(0,0)

y dx+ x dy =

(1,1)∫
(0,0)

d(xy) = xy
∣∣(1,1)

(0,0)
= 1.
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