
Ìîäóëü 6. Êðàòíûå è êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû

1. Äâîéíîé èíòåãðàë

1.1. Îïðåäåëåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà

Ïóñòü G � ïëîñêàÿ îáëàñòü, êîòîðóþ áóäåì ñ÷èòàòü çàìêíóòîé (îíà ñîäåð-
æèò ñâîþ ãðàíèöó) è îãðàíè÷åííîé (å¼ ìîæíî íàêðûòü íåêîòîðûì êðóãîì). Ïîä
äèàìåòðîì îáëàñòè G áóäåì ïîíèìàòü íàèáîëüøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ
å¼ òî÷êàìè è îáîçíà÷àòü diamG.

Ïóñòü â îáëàñòè G çàäàíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ z = f(x, y).

Ðèñ. 1.

Ðàçîáüåì G íà n ÷àñòåé G1, . . . , Gn òàê,
÷òîáû ëþáàÿ ïàðà (Gi, Gj) íå èìåëà îáùèõ
âíóòðåííèõ, ò. å. íå ëåæàùèõ íà ãðàíèöå, òî÷åê
(ðèñ. 1). Ïóñòü ñèìâîë ∆Si îáîçíà÷àåò ïëîùàäü
Gi, à di � å¼ äèàìåòð. ×åðåç d îáîçíà÷èì íàè-
áîëüøèé èç di, ò. å.

d = max
16i6n

di.

Â êàæäîé ÷àñòè Gi ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì
âûáåðåì òî÷êó Mi(xi, yi) è îáðàçóåì ñóììó

σ =

n∑
i=1

f(xi, yi)∆Si.

Ýòà ñóììà íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé ñóììîé ôóíêöèè f(x, y) â îáëàñòè G.
Ïðåäåë èíòåãðàëüíîé ñóììû îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå, êàê è äëÿ îïðåäåëåííîãî

èíòåãðàëà.

Îïðåäåëåíèå. Ïðåäåë èíòåãðàëüíîé ñóììû σ ïðè d → 0 íàçûâàåòñÿ äâîé-
íûì èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè f(x, y) ïî îáëàñòè G è îáîçíà÷àåòñÿ∫∫

G

f(x, y) dx dy.

Òàêèì îáðàçîì, äâîéíîé èíòåãðàë îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì∫∫
G

f(x, y) dx dy = lim
d→0

n∑
i=1

f(xi, yi)∆Si.

Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ f(x, y) íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé â îáëàñòè G,
G � îáëàñòüþ èíòåãðèðîâàíèÿ, à x è y � ïåðåìåííûìè èíòåãðèðîâà-

íèÿ.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíà íà G, òî îíà è èíòå-
ãðèðóåìà â ýòîé îáëàñòè.
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1.2. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äâîéíîãî èíòåãðàëà

Ðèñ. 2.

Ðàññìîòðèì òåëî T (ðèñ. 2), êîòîðîå îãðà-
íè÷åíî ñâåðõó ãðàôèêîì íåïðåðûâíîé è íåîò-
ðèöàòåëüíîé ôóíêöèè z = f(x, y), îïðåäåëåí-
íîé â G, ñíèçó ñàìîé îáëàñòüþ G, ëåæàùåé â
ïëîñêîñòè Oxy, ñ áîêîâ � öèëèíäðè÷åñêîé ïî-
âåðõíîñòüþ, îáðàçóþùàÿ êîòîðîé ïàðàëëåëüíà
îñè Oz, à å¼ íàïðàâëÿþùàÿ � ãðàíèöà G. Òàêîå
òåëî íàçûâàåòñÿ öèëèíäðè÷åñêèì èëè êðè-

âîëèíåéíûì öèëèíäðîì .
Íàéäåì îáúåì V ýòîãî òåëà. Äëÿ ýòîãî ðàçî-

áüåì îáëàñòü G ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì íà n ÷à-
ñòåé Gi, i = 1, . . . , n, ∆Si � ïëîùàäü Gi. Â êàæ-
äîé îáëàñòè Gi âûáåðåì ëþáóþ òî÷êó Mi(xi, yi) è ñîñòàâèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó

τ =

n∑
i=1

f(xi, yi)∆Si.

Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ êàæäîå ñëàãàåìîå â èíòåãðàëüíîé ñóììå τ
ïðåäñòàâëÿåò îáú¼ì Vi öèëèíäðà ñ îñíîâàíèåì ∆Si è âûñîòîé f(xi, yi). Òîãäà
âñþ ñóììó τ ìîæíî ïðèíÿòü çà ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå îáúåìà òåëà T .

Vïðèáë ≈
n∑
i=1

f(xi, yi)∆Si.

Ïðè d→ 0 ýòî ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî ñòàíîâèòñÿ òî÷íûì:

V = lim
d→0

n∑
i=1

f(xi, yi)∆Si =

∫∫
G

f(x, y) dx dy

Îòñþäà ñëåäóåò ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äâîéíîãî èíòåãðàëà: äâîéíîé èíòå-
ãðàë îò íåïðåðûâíîé, íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè ðàâåí îáúåìó êðèâîëèíåéíîãî
öèëèíäðà.

1.3. Ñâîéñòâà äâîéíîãî èíòåãðàëà

1. Àääèòèâíîñòü äâîéíîãî èíòåãðàëà. Ïóñòü îáëàñòü G ðàçáèòà íà äâå îáëà-
ñòè G1 è G2, íå èìåþùèõ îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê. Òîãäà∫∫

G

f(x, y) dx dy =

∫∫
G1

f(x, y) dx dy +

∫∫
G2

f(x, y) dx dy.

2. Ïóñòü f(x, y), g(x, y) èíòåãðèðóåìûå â îáëàñòè G ôóíêöèè, òîãäà äëÿ ëþáûõ
÷èñåë α, β ôóíêöèÿ αf(x, y) + βg(x, y) èíòåãðèðóåìà â G, è∫∫

G

(αf(x, y) + βg(x, y)) dx dy = α

∫∫
G

f(x, y) dx dy + β

∫∫
G

g(x, y) dx dy.

3. Åñëè ôóíêöèè f(x, y) è g(x, y) èíòåãðèðóåìû â G, òî f(x, y) · g(x, y) òàêæå
èíòåãðèðóåìà â G.
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4. Åñëè ôóíêöèè f(x, y) è g(x, y) èíòåãðèðóåìû â G è f(x, y) 6 g(x, y) äëÿ
(x, y) ∈ G, òî ∫∫

G

f(x, y) dx dy 6
∫∫
G

g(x, y) dx dy.

5. Åñëè f(x, y) èíòåãðèðóåìà â G, òî ôóíêöèÿ |f(x, y)| òàêæå èíòåãðèðóåìà è∣∣∣∣∣∣
∫∫
G

f(x, y) dx dy

∣∣∣∣∣∣ 6
∫∫
G

|f(x, y)| dx dy.

6. Òåîðåìà î ñðåäíåì çíà÷åíèè. Åñëè ôóíêöèè f(x, y) è g(x, y) èíòåãðèðóåìû
â îáëàñòè G, g(x, y) > 0 âñþäó â G,

M = sup
(x,y)∈G

f(x, y), m = inf
(x,y)∈G

f(x, y),

òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî µ: m 6 µ 6M , ÷òî∫∫
G

f(x, y)g(x, y) dx dy = µ

∫∫
G

g(x, y) dx dy.

7. Èíòåãðàë

∫∫
G

dx dy ðàâåí ïëîùàäè îáëàñòè G.

1.4. Âû÷èñëåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà

Ðèñ. 3.

Äîïóñòèì, ÷òî ãðàíèöà îáëàñòè G îáðàçî-
âàíà îòðåçêàìè ïðÿìûõ x = a, x = b, a < b
è ãðàôèêàìè íåïðåðûâíûõ íà [a, b] ôóíêöèé
y = ϕ1(x) è y = ϕ2(x), ïðè÷åì ϕ1(x) 6 ϕ2(x) íà
âñåì îòðåçêå (ðèñ. 3). Òàêóþ îáëàñòü óñëîâèì-
ñÿ íàçûâàòü ïðàâèëüíîé îòíîñèòåëüíî îñè
Oy. Îíà îáëàäàåò óäîáíûì äëÿ íàñ ñâîéñòâîì:
äëÿ ëþáîãî ÷èñëà c ïðÿìàÿ x = c ïåðåñåêàåò
ãðàíèöó îáëàñòè G íå áîëåå äâóõ ðàç.

Ïóñòü íà ïðàâèëüíîé îáëàñòè G îòíîñèòåëü-
íî îñè Oy îïðåäåëåíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
f(x, y). Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∫∫
G

f(x, y) dx dy =

b∫
a

dx

ϕ2(x)∫
ϕ1(x)

f(x, y) dy. (1)

Ôîðìóëà (1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà. Ïðà-
âóþ ÷àñòü ýòîé ôîðìóëû íàçûâàþò ïîâòîðíûì èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè
f(x, y) â îáëàñòè G.
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Ðèñ. 4.

Åñëè îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ G ÿâëÿåòñÿ
ïðàâèëüíîé îòíîñèòåëüíî îñè Ox, ò. å. îíà
îãðàíè÷åíà ïðÿìûìè y = c, y = d è ãðàôèêàìè
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé x = ψ1(y), x = ψ2(y),
ψ1(y) 6 ψ2(y) äëÿ y ∈ [c, d] (ðèñ. 4), a ôóíê-
öèÿ f(x, y) � íåïðåðûâíàÿ â G, òî ñïðàâåäëèâà
ôîðìóëà

∫∫
G

f(x, y) dx dy =

d∫
c

dy

ψ2(y)∫
ψ1(y)

f(x, y) dx. (2)

Îáëàñòü áîëåå ñëîæíîãî âèäà ÷àñòî óäàåòñÿ ðàçáèòü íà ïðàâèëüíûå îáëàñòè
îòíîñèòåëüíî îñè Oy è ïðàâèëüíûå îáëàñòè îòíîñèòåëüíî îñè Ox, ê êîòîðûì
ïðèìåíèìû ôîðìóëû (1) è (2).

Ïðèìåð 1. Ñâåñòè äâîéíîé èíòåãðàë

∫∫
G

f(x, y) dx dy ê ïîâòîðíîìó äâóìÿ ñïîñî-

áàìè (ïî ôîðìóëå (1) è ïî ôîðìóëå (2)), åñëè îáëàñòü G îãðàíè÷åíà ãðàôèêàìè
ôóíêöèé y = 3x è y = x2.

Ðåøåíèå. 1 ñïîñîá. Îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ G ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 5, à. Ïðè
êàæäîì x ∈ [0, 1] ïåðåìåííàÿ y èçìåíÿåòñÿ îò x2 äî 3x, â ýòîì ñëó÷àå îáëàñòü
èíòåãðèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé îòíîñèòåëüíî îñè Oy. Ïî ôîðìóëå (1)

∫∫
G

f(x, y) dx dy =

1∫
0

dx

3x∫
x2

f(x, y) dy.

Ðèñ. 5.

2 ñïîñîá. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (2), îáëàñòü G íåîáõîäè-
ìî ðàçáèòü íà äâå ÷àñòè G1 è G2 (ðèñ. 5, á). Ïî ñâîéñòâó àääèòèâíîñòè äâîéíîãî
èíòåãðàëà
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∫∫
G

f(x, y) dx dy =

∫∫
G1

f(x, y) dx dy +

∫∫
G2

f(x, y) dx dy.

Â îáëàñòè G1 ïðè èçìåíåíèè ïåðåìåííîé y îò 0 äî 1 ïåðåìåííàÿ x ìåíÿåò

çíà÷åíèå îò
y

3
äî
√
y. Òîãäà ïî ôîðìóëå (2)

∫∫
G1

f(x, y) dx dy =

1∫
0

dy

√
y∫

y
3

f(x, y) dx.

Â îáëàñòèG2 ïåðåìåííàÿ y ïðèíèìàåò çíà÷åíèå îò 1 äî 3, ïðè ýòîì ïåðåìåííàÿ

x èçìåíÿåòñÿ îò
y

3
äî 1. Ïî ôîðìóëå (2) ïîëó÷àåì

∫∫
G1

f(x, y) dx dy =

3∫
1

dy

1∫
y
3

f(x, y) dx.

Òàêèì îáðàçîì,

∫∫
G

f(x, y) dx dy =

1∫
0

dy

√
y∫

y
3

f(x, y) dx+

3∫
1

dy

1∫
y
3

f(x, y) dx.

Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∫∫
G

(x + 2y) dx dy ïî îáëàñòè G, îãðàíè÷åííîé

êðèâûìè y = x è y = x2.

Ðèñ. 6.

Ðåøåíèå. Íà ðèñóíêå 6 èçîáðàæåíà îáëàñòü G. Îíà ïðàâèëüíàÿ îòíîñèòåëüíî
îñè Oy, ïîýòîìó ïî ôîðìóëå (1) ñâåäåì äâîéíîé èíòåãðàë ê ïîâòîðíîìó:

∫∫
G

(x+ 2y) dx dy =

1∫
0

dx

x∫
x2

(x+ 2y) dy.
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Â ïîëó÷åííîì ïîâòîðíîì èíòåãðàëå ñíà÷àëà âû÷èñëèì âíóòðåííèé èíòåãðàë:

x∫
x2

(x+ 2y) dy = (xy + y2)
∣∣x
x2 = 2x2 − x3 − x4,

à çàòåì âû÷èñëèì è ñàì ïîâòîðíûé èíòåãðàë

1∫
0

(2x2 − x3 − x4)dx =

(
2x3

3
− x4

4
− x5

5

)∣∣∣∣1
0

=
13

60
.

Ïðèìåð 3. Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ â ïîâòîðíîì èíòåãðàëå

π
2∫

0

dx

2∫
cos x

f(x, y) dy.

Ðåøåíèå. Îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ G îãðàíè÷èâàþò ãðàôèêè ôóíêöèé y = cosx,

x =
π

2
, y = 2 è x = 0 (ðèñ. 7, a). Äàííûé ïîâòîðíûé èíòåãðàë ðàâåí äâîéíîìó

èíòåãðàëó ïî ýòîé îáëàñòè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ,
íóæíî îáëàñòü G ðàçáèòü íà äâå ÷àñòè G1 è G2 ïðÿìîé y = 1 êàê ïîêàçàíî íà
ðèñóíêå 6, á.

Ðèñ. 7.

Â îáëàñòè G1 ïåðåìåííàÿ y èçìåíÿåò çíà÷åíèå îò 0 äî 1, ïðè êàæäîì çíà-

÷åíèè y ïåðåìåííàÿ x èçìåíÿåòñÿ îò arccos y äî
π

2
. À â îáëàñòè G2 ïåðåìåííàÿ

y ïðèíèìàåò çíà÷åíèå îò 1 äî 2, ïðè ýòîì ïåðåìåííàÿ x èçìåíÿåòñÿ îò 0 äî
π

2
.

Òîãäà

π
2∫

0

dx

2∫
cos x

f(x, y) dy =

1∫
0

dy

π
2∫

arccos y

f(x, y) dx+

2∫
1

dy

π
2∫

0

f(x, y) dx.
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1.5. Çàìåíà ïåðåìåííûõ â äâîéíîì èíòåãðàëå

Ðàññìîòðèì äâîéíîé èíòåãðàë

∫∫
G

f(x, y) dx dy. Çàìåíà ïåðåìåííûõ â äâîéíîì

èíòåãðàëå ñîñòîèò â ïåðåõîäå îò ïåðåìåííûõ x, y ê íîâûì ïåðåìåííûì u, v ïî
ôîðìóëàì

x = ϕ(u, v), y = ψ(u, v), (u, v) ∈ g. (3)

Ïðè ýòîì êàæäàÿ òî÷êà (x, y) îáëàñòè G ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîé òî÷êå (u, v)
îáëàñòè g, à êàæäàÿ òî÷êà (u, v) îáëàñòè g ïåðåõîäèò â íåêîòîðóþ òî÷êó (x, y) â
îáëàñòè G (ðèñ. 8).

Ðèñ. 8.

Ôóíêöèè (3) íàçûâàþò òàêæå îòîáðàæåíèåì îáëàñòè g ïëîñêîñòè (u, v) íà
îáëàñòü G ïëîñêîñòè (x, y). Îáëàñòü G íàçûâàåòñÿ îáðàçîì îáëàñòè g, à îáëàñòü
g � ïðîîáðàçîì îáëàñòè G ïðè îòîáðàæåíèè (3).

Ðèñ. 9. Êàðë ßêîáè

Ïóñòü îòîáðàæåíèå (3) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäó-
þùèì óñëîâèÿì:

1. Îòîáðàæåíèå (3) âçàèìíî îäíîçíà÷íî, ò. å.
ðàçëè÷íûì òî÷êàì (u, v) îáëàñòè g ñîîòâåòñòâó-
þò ðàçëè÷íûå òî÷êè (x, y) îáëàñòè G.

2. Ôóíêöèè ϕ(u, v), ψ(u, v) èìåþò â îáëàñòè g
íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå 1-ãî ïîðÿäêà.

3. ßêîáèàí îòîáðàæåíèÿ (èëè îïðåäåëèòåëü
ìàòðèöû ßêîáè1)

D(x, y)

D(u, v)
=

∣∣∣∣ ϕu ϕv
ψu ψv

∣∣∣∣
îòëè÷åí îò íóëÿ âî âñåõ òî÷êàõ îáëàñòè g.

1Êàðë Ãóñòàâ ßêîá ßêîáè (1804 � 1851) � íåìåöêèé ìàòåìàòèê è ìåõàíèê. Âí¼ñ îãðîìíûé
âêëàä â êîìïëåêñíûé àíàëèç, ëèíåéíóþ àëãåáðó, äèíàìèêó è äðóãèå ðàçäåëû ìàòåìàòèêè è ìå-
õàíèêè. Îáùåïðèíÿòîå îáîçíà÷åíèå ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé êðóãëûì ¾∂¿, èçðåäêà ïðèìåíÿâøååñÿ
Ëåæàíäðîì, ââ¼ë â îáùåå óïîòðåáëåíèå èìåííî ßêîáè.
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Òåîðåìà 1. Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå (3) ïåðåâîäèò çàìêíóòóþ îãðàíè÷åííóþ îá-
ëàñòü g â çàìêíóòóþ îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü G è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1)-3),
à ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíà â îáëàñòè G, òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà çàìåíû

ïåðåìåííûõ∫∫
G

f(x, y) dx dy =

∫∫
g

f(ϕ(u, v), ψ(u, v))

∣∣∣∣D(x, y)

D(u, v)

∣∣∣∣ du dv. (4)

Ïðèìåð 4. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∫∫
G

1

x2y
dx dy, ãäå îáëàñòü G îãðàíè÷åíà ãðàôè-

êàìè ôóíêöèé y =
x

2
, y = 2x, y = 1− x, y = 3− x.

Ðåøåíèå. Îáëàñòü G èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå 10, à. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèÿ ëèíèé,
îãðàíè÷èâàþùèõ G, â âèäå

y

x
=

1

2
,

y

x
= 2, x+ y = 1, x+ y = 3.

Ðèñ. 10.

Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå u è v ïî ôîðìóëàì u =
y

x
, v = x + y. Ïðè ýòîé

çàìåíå ïåðåìåííûõ îáðàçîì îáëàñòè G áóäåò ÷åòûðåõóãîëüíèê g (ðèñ. 10, á),
îãðàíè÷åííûé ïðÿìûìè u = 0, 5, u = 2, v = 1, v = 3. Âûðàçèì ïåðåìåííûå x, y
÷åðåç u, v è íàéäåì ÿêîáèàí:

x =
v

u+ 1
, y =

uv

u+ 1
,

I =
D(x, y)

D(u, v)
=

∣∣∣∣ xu xv
yu yv

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ − v
(u+1)2

1
u+1

v
(u+1)2

u
u+1

∣∣∣∣∣ = − v

(u+ 1)2
, |I| = v

(u+ 1)2
.

Òîãäà ïî ôîðìóëå (4)

∫∫
G

1

x2y
dx dy =

2∫
0,5

du

3∫
1

(u+ 1)2

uv3
· v

(u+ 1)3
dv =

2∫
0,5

du

3∫
1

(u+ 1)dv

uv2
=

4

3
ln 2 + 1.
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Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé çàìåíû ïåðåìåííûõ, à èìåííî çàìåíó ïðÿìî-
óãîëüíûõ êîîðäèíàò x, y ïîëÿðíûìè êîîðäèíàòàìè r, ϕ.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû (ρ, ϕ) ñâÿçàíû ñ ïðÿìîóãîëüíûìè êî-
îðäèíàòàìè ôîðìóëàìè:

x = r cosϕ (0 6 r < +∞),

y = r sinϕ (0 6 ϕ < 2π). (5)

Èíîãäà â êà÷åñòâå ïðîìåæóòêà èçìåíåíèÿ ϕ áåðåòñÿ ïðîìåæóòîê (−π, π].
ßêîáèàí ïåðåõîäà ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì

D(x, y)

D(r, ϕ)
=

∣∣∣∣∣ ∂x
∂r

∂x
∂ϕ

∂y
∂r

∂y
∂ϕ

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ cosϕ −r sinϕ
sinϕ r cosϕ

∣∣∣∣ = r.

Òîãäà ôîðìóëà (4) â ýòîì ñëó÷àå ïðèìåò âèä∫∫
G

f(x, y) dx dy =

∫∫
g

f(r cosϕ, r sinϕ) r dr dϕ. (6)

Ïðèìåð 5. Ïåðåõîäÿ ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì, âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∫∫
G

xy2 dx dy,

ãäå îáëàñòü G îãðàíè÷åíà ëèíèÿìè y = x, y = −x, x2 + y2 = 1, x2 + y2 = 4, x > 0.

Ðåøåíèå. Îáëàñòü G ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 11, a. Ïåðåéäåì ê ïîëÿðíûì êîîðäè-
íàòàì r, ϕ ïî ôîðìóëàì (5)

Ðèñ. 11.

Îáðàçîì îáëàñòè G ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèê g, îãðàíè÷åííûé ïðÿìûìè

ϕ = −π
4
, ϕ =

π

4
, r = 1, r = 2 (ðèñ. 11, á). Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (6), ïîëó÷èì

∫∫
G

xy2 dx dy =

π
4∫

−π4

dϕ

2∫
1

r4 cosϕ sin2 ϕdr =

π
4∫

−π4

cosϕ sin2 ϕdϕ

2∫
1

r4dr =

=

π
4∫

−π4

cosϕ sin2 ϕdϕ ·
(
r5

5

)∣∣∣∣2
1

=
31

15

π
4∫

−π4

sin2 ϕd(sinϕ) =
31

15
· sin3 ϕ

3

∣∣∣∣
π
4

−π4

=
31
√

2

30
.
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1.6. Ãåîìåòðè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ äâîéíûõ èíòåãðàëîâ

1. Îáúåì òåëà

Êàê áûëî óæå ïîêàçàíî â ïàðàãðàôå 1.2, îáúåì öèëèíäðè÷åñêîãî òåëà T , îãðà-
íè÷åííîãî ñâåðõó ãðàôèêîì íåïðåðûâíîé è íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè
z = f(x, y), îïðåäåëåííîé â G, ñíèçó îáëàñòüþ G, ëåæàùåé â ïëîñêîñòè Oxy,
ñ áîêîâ � öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ, íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå

V =

∫∫
G

f(x, y)dx dy. (7)

2. Ïëîùàäü ïëîñêîé ôèãóðû

Åñëè â ôîðìóëå (7) ïîëîæèòü f(x, y) = 1, òî ïîëó÷èì öèëèíäð ñ âûñîòîé
H = 1, îáúåì êîòîðîãî ÷èñëåííî ðàâåí ïëîùàäè S îñíîâàíèÿ G. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî ïëîùàäü S ïëîñêîé, çàìêíóòîé, îãðàíè÷åííîé îáëàñòè G ìîæíî íàéòè ïî
ôîðìóëå

S =

∫∫
G

dx dy. (8)

Åñëè â (8) ïåðåéòè ê íîâûì êîîðäèíàòàì u è v, òî

S =

∫∫
g

∣∣∣∣D(x, y)

D(u, v)

∣∣∣∣ du dv.
Â ÷àñòíîñòè, â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ïëîùàäü S îáëàñòè G âû÷èñëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå

S =

∫∫
g

r dr dϕ.

Ïðèìåð 6. Âû÷èñëèòü îáúåì òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè z = x2 + y2,
2z = 6− x2 − y2.

Ðåøåíèå. Òåëî T , îáúåì êîòîðîãî òðåáóåòñÿ íàéòè, îãðàíè÷åíî äâóìÿ ïàðàáîëîè-
äàìè è ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 12. Ëèíèåé ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïàðàáîëîèäîâ ÿâëÿåòñÿ

Ðèñ. 12.

îêðóæíîñòü x2 + y2 = 2, ëåæàùàÿ â ïëîñêîñòè z = 2. Îáúåì V òåëà T ìîæíî
íàéòè êàê ðàçíîñòü îáúåìîâ V2 è V1 äâóõ êðèâîëèíåéíûõ öèëèíäðîâ T2 è T1 ñ
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îáùèì îñíîâàíèåì G è îãðàíè÷åííûõ ñâåðõó ïîâåðõíîñòÿìè äàííûõ ïàðàáîëîè-
äîâ (T2 îãðàíè÷åíî ñâåðõó ïîâåðõíîñòüþ 2z = 6 − x2 − y2, à T1 � ïîâåðõíîñòüþ
z = x2 + y2). Îáëàñòü G ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé òåëà T íà ïëîñêîñòü Oxy è çàäàåòñÿ
â ýòîé ïëîñêîñòè óðàâíåíèåì x2 +y2 = 2. Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (7), ïîëó÷èì

V = V2 − V1 =

∫∫
G

1

2
(6− x2 − y2) dx dy −

∫∫
G

(x2 + y2) dx dy.

Çäåñü ïðè âû÷èñëåíèè äâîéíûõ èíòåãðàëîâ óäîáíî ïåðåéòè ê ïîëÿðíûì êîîðäè-
íàòàì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç g îáðàç îáëàñòè G â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Òîãäà

V =
1

2

∫∫
g

(6− r2)r dr dϕ−
∫∫
g

r2 · r dr dϕ =
1

2

2π∫
0

dϕ

√
2∫

0

(6r − r3) dr −
2π∫
0

dϕ

√
2∫

0

r3 dr

=
1

2

2π∫
0

dϕ

(
3r2 − r4

4

)∣∣∣∣
√

2

0

−
2π∫
0

dϕ

(
r4

4

)∣∣∣∣
√

2

0

=
1

2
· 2π · 5− 2π · 1 = 3π.

Ïðèìåð 7. Íàéòè ïëîùàäè îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé êðèâûìè y =
3

x
, y = 4− x.

Ðåøåíèå. Îáëàñòü G, ïëîùàäü êîòîðîé òðåáóåòñÿ íàéòè, èçîáðàæåíà íà ðèñóí-
êå 13. Àáñöèññû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ äàííûõ êðèâûõ ðàâíû 1 è 3. Ïîýòîìó ïðèìå-

Ðèñ. 13.

íÿÿ ôîðìóëó (8), ïîëó÷èì

S =

∫∫
G

dx dy =

3∫
1

dx

4−x∫
3
x

dy =

3∫
1

(
4− x− 3

x

)
dx = 4− 3 ln 3.
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