
Ðèñ. 23.

Ðåøåíèå. Íà ðèñóíêå 23, à ïîêàçàíî òåëî èíòåãðèðîâàíèÿ T . Çäåñü óäîáíî ïå-
ðåéòè ê ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì (r, ϕ, θ), íàïðèìåð, ïî ôîðìóëàì

x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ, z = r cos θ,

ïðè÷åì ïåðåìåííàÿ r áóäåò èçìåíÿòüñÿ îò 1 äî 2, à ïåðåìåííûå ϕ è θ îò 0 äî π
2 .

ßêîáèàí îòîáðàæåíèÿ ðàâåí r2 sin θ, à ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ â ñôåðè÷åñêèõ
êîîðäèíàòàõ ðàâíà −r2 cos 2θ. Òîãäà ïî ôîðìóëå (12) áóäåì èìåòü

∫∫∫
T

(x2 + y2 − z2) dx dy dz = −

π
2∫

0

dθ

π
2∫

0

dϕ

2∫
1

r4 cos 2θ sin θ dr =

= −

π
2∫

0

cos 2θ sin θ dθ

π
2∫

0

(
r5

5

∣∣∣∣2
1

)
dϕ =

31

5
· π

2
·

π
2∫

0

(2 cos2 θ − 1)d(cos θ) =

=
31π

10

(
2 cos3 θ

3
− cos θ

)∣∣∣∣π2
0

=
31π

30
.

3. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà

3.1. Îïðåäåëåíèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà

Ðèñ. 24.

Ïóñòü íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy çà-
äàíà ñïðÿìëÿåìàÿ êðèâàÿ L, íå èìåþùàÿ òî-
÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ è ó÷àñòêîâ ñàìîíàëåãà-
íèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî L ÿâëÿåòñÿ íåçàìêíó-
òîé êðèâîé è îãðàíè÷åííîé òî÷êàìè A è B.

Ïóñòü â òî÷êàõ êðèâîé L = AB îïðåäåëå-
íà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f(x, y). Ðàçîáüåì êðè-
âóþ AB òî÷êàìè A = M0, M1, . . . , B = Mn íà
n ïðîèçâîëüíûõ äóã Mi−1Mi (ðèñ. 24) ñ äëèíà-
ìè ∆li (i = 1, . . . , n). Íà êàæäîé äóãå Mi−1Mi

âûáåðåì íåêîòîðóþ òî÷êó Ni(xi, yi) è ñîñòàâèì
èíòåãðàëüíóþ ñóììó

σ =

n∑
i=1

f(xi, yi)∆li.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç λ = max
16i6n

∆li íàèáîëüøóþ èç äëèí äóã Mi−1Mi.

Îïðåäåëåíèå. Ïðåäåë èíòåãðàëüíîé ñóììû σ ïðè λ → 0 íàçûâàåòñÿ êðèâî-
ëèíåéíûì èíòåãðàëîì ïåðâîãî ðîäà îò ôóíêöèè f(x, y) âäîëü êðèâîé L è
îáîçíà÷àåòñÿ ∫

L

f(x, y) dl èëè

∫
AB

f(x, y) dl.

Òàêèì îáðàçîì, ïî îïðåäåëåíèþ,∫
L

f(x, y) dl = lim
λ→0

n∑
i=1

f(xi, yi)∆li.

Îñîáî îòìåòèì, ÷òî êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà íå çàâèñèò îò
òîãî, â êàêîì íàïðàâëåíèè ïðîáåãàåòñÿ êðèâàÿ L, ò. å.∫

AB

f(x, y) dl =

∫
BA

f(x, y) dl.

Åñëè f(x, y) = 1, òî êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà îò ýòîé ôóíêöèè
ïî AB ðàâåí äëèíå êðèâîé AB: ∫

AB

f(x, y) dl = l.

Åñëè f(x, y) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ êðèâîé L, òî êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåð-
âîãî ðîäà âû÷èñëÿåò ìàññó ýòîé êðèâîé L.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà äëÿ ïðî-
ñòðàíñòâåííîé êðèâîé L ∫

L

f(x, y, z) dl.

3.2. Âû÷èñëåíèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðèâàÿ L îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè

x = ϕ(t), y = ψ(t) (α 6 t 6 β). (14)

Îïðåäåëåíèå. Êðèâàÿ L íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé, åñëè ôóíêöèè ϕ(t) è ψ(t) îá-
ëàäàþò íåïðåðûâíûìè ïðîèçâîäíûìè ϕ′(t) è ψ′(t) íà îòðåçêå [a, b].

Îïðåäåëåíèå. Êðèâóþ L ìû áóäåì íàçûâàòü êóñî÷íî-ãëàäêîé, åñëè îíà
íåïðåðûâíà è ðàñïàäàåòñÿ íà êîíå÷íîå ÷èñëî íå èìåþùèõ îáùèõ âíóòðåííèõ
òî÷åê êóñêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãëàäêóþ êðèâóþ.

Åñëè êðèâàÿ L ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî ãëàäêîé êðèâîé, çàäàííîé óðàâíåíèÿìè (14),
à ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíàÿ íà êðèâîé L, òî ñóùåñòâóåò êðèâîëèíåéíûé èí-
òåãðàë ïåðâîãî ðîäà è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∫
L

f(x, y) dl =

β∫
α

f(ϕ(t), ψ(t))
√

(ϕ′(t))2 + (ψ′(t))2 dt. (15)
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Ïóñòü f(x, y) íåïðåðûâíàÿ íà êðèâîé L ôóíêöèÿ. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäó-
þùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Åñëè êðèâàÿ L çàäàíà ÿâíî óðàâíåíèåì y = y(x), a 6 x 6 b, è ôóíêöèÿ y(x)
èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ íà [a, b], òî ôîðìóëà (15) ïðèíèìàåò âèä

∫
L

f(x, y) dl =

b∫
a

f(x, y(x))
√

1 + (y′(x))2 dx. (16)

2. Åñëè êðèâàÿ L çàäàíà â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèåì r = r(ϕ),
α 6 ϕ 6 β, ôóíêöèÿ r(ϕ) èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ íà îòðåçêå [α, β],
òî ôîðìóëà (15) ïðèíèìàåò âèä

∫
L

f(x, y) dl =

β∫
α

f(r(ϕ) cosϕ, r(ϕ) sinϕ)
√
r2(ϕ) + r′2(ϕ) dx. (17)

3. Äëÿ ãëàäêîé ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé L, çàäàííîé ïàðàìåòðè÷åñêè óðàâ-
íåíèÿìè

x = ϕ(t), y = ψ(t), z = χ(t) (α 6 t 6 β),

ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

∫
L

f(x, y, z) dl =

β∫
α

f(ϕ(t), ψ(t), χ(t))
√

(ϕ′(t))2 + (ψ′(t))2 + (χ′(t))2 dt. (18)

Äëÿ êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ ïåðâîãî ðîäà ñïðàâåäëèâû ñâîéñòâà, àíàëî-
ãè÷íûå ñâîéñòâàì îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.

Ïðèìåð 11. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∫
L

(x4/3 + y4/3) dl, ãäå L : x = a cos3 t, y = a sin3 t

(a > 0, 0 6 t 6 2π) � àñòðîèäà (ðèñ. 25).

Ðèñ. 25.
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Ðåøåíèå. Àñòðîèäà ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ãëàäêèõ êðèâûõ AB, BC, CD è DA.
Íàéäåì ïðîèçâîäíûå x è y:

x′ = −3a cos2 t sin t, y′ = 3a sin2 t cos t.

Òîãäà
√
x′2 + y′2dt = 3a| cos t sin t| dt. Ïîñêîëüêó íà êðèâîé L ïîäûíòåãðàëüíàÿ

ôóíêöèÿ
x4/3 + y4/3 = a4/3(cos4 t+ sin4 t)

ÿâëÿåòñÿ
π

2
-ïåðèîäè÷åñêîé, òî

∫
L

(x4/3 + y4/3) dl =

2π∫
0

a4/3(cos4 t+ sin4 t) 3a | cos t sin t| dt =

= 4·3a7/3

π/2∫
0

(
cos5 t sin t+ sin5 t cos t

)
dt = 12a7/3

(
− cos6 t

6

∣∣∣∣π/2
0

+
sin6 t

6

∣∣∣∣π/2
0

)
= 4a7/3.

Ïðèìåð 12. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà

∫
L

(x+2
√
y) dl, ãäå

L � äóãà êðèâîé y = x2 îò òî÷êè O(0, 0) äî A(2, 4).

Ðåøåíèå. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (16), áóäåì èìåòü

∫
L

(x+2
√
y) dl =

2∫
0

(x+2x)
√

1 + 4x2 dx = 3

2∫
0

x
√

1 + 4x2 dx =
3

8

2∫
0

√
1 + 4x2 d(1+4x2) =

=
1

4
(1 + 4x2)

3
2

∣∣∣2
0

=
1

4
(17
√

17− 1).

Ïðèìåð 13. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà

∫
L

(x+y) dl, ãäå L :

(x2 + y2)2 = a2(x2 − y2) � ëåìíèñêàòà Áåðíóëëè, a > 0 (ðèñ. 26).

Ðèñ. 26.
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Ðåøåíèå. Ïåðåéäåì ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì ïî ôîðìóëàì x = r cosϕ,
y = r sinϕ. Òîãäà óðàâíåíèå ëåìíèñêàòû ïîëó÷èì â âèäå

r = a
√

cos 2ϕ, ãäå ϕ ∈
[
−π

4
,
π

4

]
∪
[

3π

4
,

5π

4

]
.

Èìååì r′ = − a sin 2ϕ√
cos 2ϕ

è
√
r2 + (r′)2 =

a√
cos 2ϕ

. Ñëåäîâàòåëüíî,

∫
L

(x+y) dl=

π
4∫

−π4

a
√

cos 2ϕ(cosϕ+sinϕ)· a√
cos 2ϕ

dϕ+

5π
4∫

3π
4

a
√

cos 2ϕ(cosϕ+sinϕ)· a√
cos 2ϕ

dϕ =

= a2

π
4∫

−π4

(cosϕ+sinϕ) dϕ+a2

5π
4∫

3π
4

(cosϕ+sinϕ) dϕ = a2(sinϕ−cosϕ)
∣∣π4
−π4

+a2(sinϕ−cosϕ)
∣∣ 5π4
− 3π

4

=

=
√

2a2 −
√

2a2 = 0.

Ïðèìåð 14. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà

∫
L

√
x2 + y2 dl, ãäå

L � êîíè÷åñêàÿ âèíòîâàÿ ëèíèÿ, çàäàííàÿ ïàðàìåòðè÷åñêè óðàâíåíèÿìè

x = t cos t, y = t sin t, z = t, t ∈ [0, 1].

Ðåøåíèå. Êðèâàÿ L ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé. Èìååì

x′ = cos t− t sin t, y′ = sin t+ t cos t, z′ = 1.

Òîãäà ïî ôîðìóëå (18)

∫
L

√
x2 + y2 dl =

1∫
0

√
(t cos t)2 + (t sin t)2·

√
(cos t− t sin t)2 + (sin t+ t cos t)2 + 1 dt =

=

1∫
0

t
√

2 + t2 dt =
1

3
(2 + t2)

3
2

∣∣∣1
0

=
1

3
(3
√

3− 2
√

2).

4. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà

4.1. Îïðåäåëåíèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà

Ïóñòü íà ïëîñêîñòè Oxy çàäàíà ñïðÿìëÿåìàÿ íåçàìêíóòàÿ êðèâàÿ AB áåç ñà-
ìîïåðåñå÷åíèé è ïóñòü íà AB çàäàíû äâå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè P (x, y) è Q(x, y).
Ðàçîáüåì êðèâóþ AB òî÷êàìè A = M0(x0, y0), M1(x1, y1), . . . , B = Mn(xn, yn) â
íàïðàâëåíèè îò A ê B íà n äóã Mi−1Mi, i = 1, . . . , n. Ïóñòü ∆li � äëèíà äó-
ãè Mi−1Mi, à λ � íàèáîëüøàÿ èç äëèí ∆li. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆xi = xi − xi−1

è ∆yi = yi − yi−1 ïðîåêöèè âåêòîðà Mi−1Mi íà îñè êîîðäèíàò (ðèñ. 27).
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Ðèñ. 27.

Íà êàæäîé äóãå Mi−1Mi ïðîèçâîëüíî âûáåðåì
òî÷êóNi(ξi, ηi) è ñîñòàâèì èíòåãðàëüíûå ñóììû
äëÿ ôóíêöèé P (x, y), Q(x, y):

σ1 =

n∑
i=1

P (ξi, ηi)∆xi, σ2 =

n∑
i=1

Q(ξi, ηi)∆yi.

Îïðåäåëåíèå. Ïðåäåë èíòåãðàëüíîé ñóììû
σ1 (σ2) ïðè λ → 0 íàçûâàåòñÿ êðèâîëèíåé-

íûì èíòåãðàëîì âòîðîãî ðîäà îò ôóíêöèè
P (x, y) (ñîîòâåòñòâåííî Q(x, y)) ïî êðèâîé AB
è îáîçíà÷àåòñÿ∫

AB

P (x, y) dx

 ∫
AB

Q(x, y) dy

 .

Èòàê, ïî îïðåäåëåíèþ,∫
AB

P (x, y) dx = lim
λ→0

n∑
i=1

P (ξi, ηi)∆xi,

∫
AB

Q(x, y) dy = lim
λ→0

n∑
i=1

Q(ξi, ηi)∆yi.

Îáðàòèì îñîáîå âíèìàíèå íà òî, ÷òî â îòëè÷èå îò êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà
ïåðâîãî ðîäà êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà çàâèñèò îò òîãî, â êàêîì
íàïðàâëåíèè (îò A ê B èëè îò B ê A) ïðîõîäèòñÿ êðèâàÿ AB. Åñëè èçìåíèòü
íàïðàâëåíèå îáõîäà êðèâîé, òî èçìåíÿòñÿ çíàêè ïðîåêöèé ∆xi è ∆yi â èíòå-
ãðàëüíûõ ñóììàõ σ1 è σ2, ïîýòîìó ñàìè ñóììû σ1 è σ2 è èõ ïðåäåëû èçìåíÿò
çíàê. Ñëåäîâàòåëüíî, êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà ìåíÿåò çíàê ïðè
èçìåíåíèè íàïðàâëåíèÿ îáõîäà êðèâîé, ò. å.∫

AB

P (x, y) dx = −
∫
BA

P (x, y) dx,

∫
AB

Q(x, y) dy = −
∫
BA

Q(x, y) dy.

Ðèñ. 28.

Âûáåðåì íà êðèâîé AB ïðîèçâîëüíóþ òî÷-
êó M(x, y) (ðèñ. 28). Ïóñòü ~r = x~i + y~j �
ðàäèóñ-âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé íà÷àëî êîîðäèíàò
ñ òî÷êîé M , d~r = dx~i + dy~j. Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç ~F1 = P (x, y)~i + 0~j, ~F2 = 0~i + Q(x, y)~j,
~F = ~F1 + ~F2 = P (x, y)~i+Q(x, y)~j.

Òîãäà îïðåäåëåííûå âûøå êðèâîëèíåéíûå
èíòåãðàëû âòîðîãî ðîäà ìîæíî çàïèñàòü ñëåäó-
þùèì îáðàçîì∫
AB

P (x, y) dx =

∫
AB

( ~F1, d~r),

∫
AB

Q(x, y) dy =

∫
AB

( ~F2, d~r),

ãäå çàïèñè ( ~F1, d~r) è ( ~F2, d~r) îáîçíà÷àþò ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ âåêòîðîâ.
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Îïðåäåëåíèå. Èíòåãðàë ∫
AB

(~F , d~r)

íàçûâàþò îáùèì êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì âòîðîãî ðîäà ïî êðè-
âîé AB.

Èòàê, îáùèé êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà (â äàëüíåéøåì áóäåì åãî
íàçûâàòü ïðîñòî êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì âòîðîãî ðîäà)∫

AB

(~F , d~r) =

∫
AB

P (x, y) dx+Q(x, y) dy. (19)

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà ïî çàìêíóòîé êðè-
âîé L ÷àñòî óïîòðåáëÿåòñÿ çàïèñü∮

L

P (x, y) dx+Q(x, y) dy.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà∫
AB

P (x, y, z) dx+Q(x, y, z) dy +R(x, y, z) dz (20)

ïî ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé AB.
Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà îáëàäàåò ñâîéñòâàìè, àíàëîãè÷íûìè

ñâîéñòâàì îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.

4.2. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà

Ïóñòü ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà N(x, y) åäèíè÷íîé ìàññû äâèæåòñÿ íà ïëîñêîñòè

Oxy ïî êðèâîé AB ïîä äåéñòâèåì íåêîòîðîé ñèëû ~F , êîòîðàÿ ìåíÿåòñÿ ïî âåëè-
÷èíå è íàïðàâëåíèþ ïðè ïåðåìåùåíèè òî÷êè N .

Ðèñ. 29.

Ðàçîáüåì êðèâóþAB òî÷êàìèA = M0(x0, y0),
M1(x1, y1), . . . , B = Mn(xn, yn) íà n äóã ñ äëè-
íàìè ∆li â íàïðàâëåíèè îò A ê B (ðèñ. 29). Îáî-
çíà÷èì λ = max

16i6n
∆li. Íà êàæäîé äóãå Mi−1Mi

ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì âîçüìåì òî÷êóNi(ξi, ηi),

i = 1, . . . , n, è ðàññìîòðèì âåêòîð
−−−−−→
Mi−1Mi ñ

êîîðäèíàòàìè (∆xi,∆yi), ãäå ∆xi = xi − xi−1,

∆yi = yi − yi−1. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà
−−−−−→
Mi−1Mi

ñèëà ~F ïîñòîÿííà è ðàâíà ñèëå ~Fi â òî÷êåNi. Òî-

ãäà ïîä ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (~Fi,
−−−−−→
Mi−1Mi)

ìîæíî ïîíèìàòü ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ðàáî-
òû Ai ñèëû ~Fi ïðè ïåðåìåùåíèè òî÷êè ïî äóãå
Mi−1Mi, ò. å.

Ai ≈ (~Fi,
−−−−−→
Mi−1Mi).

Ïóñòü
~F = P (x, y)~i+Q(x, y)~j,

25



ãäå P (x, y), Q(x, y) � ïðîåêöèè âåêòîðà ~F íà îñè Ox è Oy. Òîãäà

(~Fi,
−−−−−→
Mi−1Mi) = P (ξi, ηi) ∆xi +Q(ξi, ηi) ∆yi.

Ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ðàáîòû A ñèëû ~F ïî âñåé êðèâîé AB çàïèøåì êàê

A ≈
n∑
i=1

(P (ξi, ηi) ∆xi +Q(ξi, ηi) ∆yi) =

n∑
i=1

P (ξi, ηi) ∆xi +

n∑
i=1

Q(ξi, ηi) ∆yi.

Åñëè λ→ 0, òî çà òî÷íîå çíà÷åíèå ðàáîòû A ïðèìåì ïðåäåë

A = lim
λ→0

(
n∑
i=1

P (ξi, ηi) ∆xi +

n∑
i=1

Q(ξi, ηi) ∆yi

)
,

êîòîðûé ðàâåí êðèâîëèíåéíîìó èíòåãðàëó âòîðîãî ðîäà ïî êðèâîé AB.
Òàêèì îáðàçîì, êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ðàáîòó A ïåðåìåííîé ñèëû ~F = P (x, y)~i + Q(x, y)~j ïðè ïåðåìåùåíèè òî÷êè ïî
êðèâîé AB, ò. å.

A =

∫
AB

P (x, y) dx+Q(x, y) dy.

4.3. Âû÷èñëåíèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà

Åñëè AB � êóñî÷íî ãëàäêàÿ êðèâàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíèÿìè

x = ϕ(t), y = ψ(t), α 6 t 6 β,

A = A(ϕ(α), ψ(α)), B = B(ϕ(β), ψ(β)),

à ôóíêöèè P (x, y) è Q(x, y) íåïðåðûâíû íà êðèâîé AB, òî ñóùåñòâóåò èíòåãðàë
(19) è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∫
AB

P (x, y) dx+Q(x, y) dy =

β∫
α

[P (ϕ(t), ψ(t))ϕ′(t) +Q(ϕ(t), ψ(t))ψ′(t)] dt. (21)

Åñëè êðèâàÿ AB çàäàíà óðàâíåíèåì y = y(x), a 6 x 6 b, è èìååò êóñî÷íî-
íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ, à ôóíêöèè P (x, y) è Q(x, y) íåïðåðûâíû íà êðèâîé
AB, òî ôîðìóëà (21) ïðèíèìàåò âèä

∫
AB

P (x, y) dx+Q(x, y) dy =

b∫
a

[P (x, y(x)) +Q(x, y(x))y′(x)] dx. (22)

Äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé êóñî÷íî ãëàäêîé êðèâîé êðèâîé AB, çàäàííîé óðàâíå-
íèÿìè

x = ϕ(t), y = ψ(t), z = χ(t), α 6 t 6 β,

A = A(ϕ(α), ψ(α), χ(α)), B = B(ϕ(β), ψ(β), χ(β)),
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íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé P (x, y, z), Q(x, y, z) è R(x, y, z) íà AB èíòåãðàë (20) âû-
÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå∫
AB

P (x, y, z) dx+Q(x, y, z) dy +R(x, y, z) dz =

=

β∫
α

[P (ϕ(t), ψ(t), χ(t))ϕ′(t)+Q(ϕ(t), ψ(t), χ(t))ψ′(t)+R(ϕ(t), ψ(t), χ(t))χ′(t)] dt.

Ïðèìåð 15. Âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà

∫
AB

2xy dx+x2 dy ïî

òðåì êðèâûì, îòìå÷åííûì íà ðèñóíêå 30 è ñîåäèíÿþùèì òî÷êè O(0, 0), B(1, 1).

Ðèñ. 30.

Ðåøåíèå. 1. Ïóñòü òî÷êè A è B ñîåäèíåíû îòðåçêîì ïðÿìîé y = x, x ∈ [0, 1].
Òîãäà y′ = 1 è

I1 =

1∫
0

(2x · x dx+ x2 dx) =

1∫
0

3x2 dx = x3
∣∣1
0

= 1.

2. Ïóñòü AB: y = x2, x ∈ [0, 1]. Â ýòîì ñëó÷àå y′ = 2x è

I2 =

1∫
0

(2x · x2 dx+ x2 · 2x dx) =

1∫
0

4x3 dx = x4
∣∣1
0

= 1.

3. Ïóñòü òî÷êè A è B ñîåäèíåíû ïî ëîìàíîé ACB, òîãäà, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî
àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà, áóäåì èìåòü∫

AB

2xy dx+ x2 dy =

∫
AC

2xy dx+ x2 dy +

∫
CB

2xy dx+ x2 dy.

Îòðåçîê AC: y = 0, x ∈ [0, 1] è äëÿ íåãî ïîëó÷èì

IAC =

∫
AC

2xy dx+ x2 dy =

1∫
0

(2x · 0 · dx+ x2 · 0 dx) = 0.
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Íà îòðåçêå CB, êîòîðûé çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì x = 1, y ∈ [0, 1], èíòåãðàë

ICB =

∫
CB

2xy dx+ x2 dy =

1∫
0

(2 · 1 · y · 0 dy + 12 dy) = y|10 = 1.

Ïîýòîìó
I3 = IAC + ICB = 0 + 1 = 1.

Ïðèìåð 16. Âû÷èñëèòü

∮
L

(x + y) dx + (x − y) dy, ãäå L � îêðóæíîñòü, çàäàííàÿ

óðàâíåíèåì (x− 1)2 + (y − 1)2 = 4.

Ðåøåíèå. Çàïèøåì óðàâíåíèå îêðóæíîñòè ïàðàìåòðè÷åñêè:

x = 1 + 2 cos t, y = 1 + 2 sin t, 0 6 t 6 2π.

Òîãäà
dx = −2 sin t dt, dy = 2 cos t dt

è ∮
L

(x+ y) dx+ (x− y) dy =

2π∫
0

(2 + 2 cos t+ 2 sin t)(−2 sin t) dt+

+(2 cos t− 2 sin t)2 cos t dt =

2π∫
0

(−4 sin t− 8 sin t cos t+ 4 cos 2t) dt =

= (4 cos t+ 4 cos2 t+ 2 sin 2t)
∣∣2π
0

= 0.

4.4. Ñâÿçü ìåæäó êðèâîëèíåéíûìè èíòåãðàëàìè ïåðâîãî è âòîðîãî

ðîäà

Ïóñòü AB � êóñî÷íî ãëàäêàÿ êðèâàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíèÿìè

x = ϕ(t), y = ψ(t), α 6 t 6 β,

ôóíêöèè P (x, y) è Q(x, y) íåïðåðûâíû íà êðèâîé AB è ~τ =
d~r

|d~r|
= {cosα, sinα}

� íàïðàâëåíèå âåêòîðà d~r = {dx, dy} â òî÷êå M(x, y), ~F = P (x, y)~i + Q(x, y)~j.
Òîãäà∫

AB

P (x, y) dx+Q(x, y) dy=

∫
AB

(P (x, y) cosα+Q(x, y) sinα) dl=

∫
AB

(~F , ~τ) dl. (23)

Òàêèì îáðàçîì, êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà ñâåäåí ê êðèâîëèíåé-
íîìó èíòåãðàëó ïåðâîãî ðîäà.

28



Äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé AB ñïðàâåäëèâî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå, à
ôîðìóëà (23) èìååò âèä∫
AB

P (x, y, z) dx+Q(x, y, z) dy +R(x, y, z) dz =

=

∫
AB

(P (x, y, z) cosα+Q(x, y, z) cosβ +R(x, y, z) cos γ) dl =

∫
AB

(~F , ~τ) dl,

ãäå
~F = P (x, y, z)~i+Q(x, y, z)~j +R(x, y, z)~k,

~τ =
d~r

|d~r|
= cosα~i+ cosβ~j + cos γ ~k,

α, β, γ � óãëû ìåæäó âåêòîðîì ~τ ê êðèâîé â òî÷êåM(x, y, z) è îñÿìè Ox, Oy, Oz.

4.5. Ôîðìóëà Ãðèíà

Ïóñòü íà ïëîñêîñòè Oxy çàäàíà ïðàâèëüíàÿ îòíîñèòåëüíî îñè Ox èëè îñè Oy
îáëàñòü G, îãðàíè÷åííàÿ çàìêíóòîé êðèâîé (èëè åùå ãîâîðÿò ¾êîíòóðîì¿) L.

Ñêàæåì, ÷òî êðèâàÿ L îáõîäèòñÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îòíî-
ñèòåëüíî îáëàñòè G, åñëè ïðè äâèæåíèè ïî L îáëàñòü G îñòàåòñÿ ñëåâà îò ýòîé
êðèâîé (ðèñ. 31, à). Òàêîé îáõîä òàêæå íàçûâàþò îáõîäîì êîíòóðà ïðîòèâ íà-
ïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Åñëè æå îáõîä êîíòóðà ïðîèçâîäèòñÿ ïî
íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ ÷àñîâîé ñòðåëêè, òî áóäåì åãî íàçûâàòü îòðèöàòåëü-
íûì îòíîñèòåëüíî G (ðèñ. 31, á).

Ðèñ. 31. Îáõîä êðèâîé à) â ïîëîæèòåëüíîì, á) â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ôóíêöèè P (x, y) è Q(x, y) è èõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂P

∂y

è
∂Q

∂x
íåïðåðûâíû â îáëàñòè G. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∮

L

P dx+Qdy =

∫∫
G

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx dy, (24)

ïðè÷åì êîíòóð L îáõîäèòñÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îòíîñèòåëüíî îá-
ëàñòè G.

Ôîðìóëà (24) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Ãðèíà2.

2Äæîðäæ Ãðèí (1793 - 1841) � àíãëèéñêèé ìàòåìàòèê è ôèçèê.
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Ðèñ. 32.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îáëàñòü G ÿâëÿåò-
ñÿ ïðàâèëüíîé îòíîñèòåëüíî îñè Oy,
L� å¼ ãðàíèöàG ñ îáõîäîì ïðîòèâ íàïðàâëåíèÿ
äâèæåíèÿ ÷àñîâîé ñòðåëêè (ðèñ. 32). Ðàçîáüåì
çàìêíóòóþ êðèâóþ L íà ÷àñòè AB, BC, CD è
DA.

Ïóñòü óðàâíåíèå y = ϕ1(x), x ∈ [a, b], çàäàåò
BC, à y = ϕ2(x), x ∈ [b, a], � äóãó DA. Òîãäà

∫∫
G

∂P

∂y
dx dy =

b∫
a

dx

ϕ2(x)∫
ϕ1(x)

∂P

∂y
dy =

b∫
a

(
P (x, y)

∣∣ϕ2(x)

ϕ1(x)

)
dx =

=

b∫
a

P (x, ϕ2(x)) dx−
b∫
a

P (x, ϕ1(x)) dx.

Äâà ïîñëåäíèõ èíòåãðàëà ìîæíî çàìåíèòü êðèâîëèíåéíûìè èíòåãðàëàìè âòîðî-
ãî ðîäà. Äåéñòâèòåëüíî,

∫
BC

P (x, y) dx =

b∫
a

P (x, ϕ1(x)) dx,

∫
DA

P (x, y) dx = −
b∫
a

P (x, ϕ2(x)) dx.

Ïîñêîëüêó x ïîñòîÿííà íà îòðåçêàõ AB è CD, òî êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû∫
AB

P (x, y) dx = 0,

∫
CD

P (x, y) dx = 0.

Òîãäà∫∫
G

∂P

∂y
dx dy = −

∫
AB

P (x, y) dx−
∫
BC

P (x, y) dx−
∫
CD

P (x, y) dx−
∫
DA

P (x, y) dx =

= −
∮
L

P (x, y) dx. (25)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü∫∫
G

∂Q

∂x
dx dy =

∮
L

Q(x, y) dy. (26)

Âû÷èòàÿ èç (26) ðàâåíñòâî (25), ïîëó÷èì ôîðìóëó Ãðèíà.

Ïðèìåð 17. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

I =

∮
L

(x− y) dx+ (x+ y) dy,

ãäå L : x2 + y2 = r2.
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Ðåøåíèå. Çäåñü P = x − y, Q = x + y, ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂P

∂y
= −1,

∂Q

∂x
= 1,

òîãäà ïî ôîðìóëå Ãðèíà

I =

∫∫
G

(1− (−1)) dx dy = 2

∫∫
G

dx dy = 2S = 2πr2.

4.6. Âû÷èñëåíèå ïëîùàäè îáëàñòè ñ ïîìîùüþ êðèâîëèíåéíîãî

èíòåãðàëà

Ïîëàãàÿ â ôîðìóëå Ãðèíà Q = x, P = 0, à çàòåì Q = 0, P = −y è ó÷èòûâàÿ,
÷òî ∫∫

G

dx dy = S,

ãäå S � ïëîùàäü îáëàñòè G, ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ ïëîùàäè îáëàñòè ÷åðåç
êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû ïî å¼ ãðàíèöå:

S =

∮
L

x dy, (27)

S = −
∮
L

y dx. (28)

Ïóñòü α è β � ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî α+ β = 1. Óìíîæàÿ ðàâåíñòâî
(27) íà α, à (28) íà β è ñêëàäûâàÿ, ïîëó÷èì åùå îäíó ôîðìóëó äëÿ ïëîùàäè:

S =

∮
L

αxdy − βy dx.

×àñòî ýòó ôîðìóëó èñïîëüçóþò ïðè α = β = 1
2 :

S =
1

2

∮
L

x dy − y dx. (29)

Ïðèìåð 18. Íàéòè ïëîùàäü, îãðàíè÷åííóþ àñòðîèäîé x = a cos3 t, y = a sin3 t,
0 6 t 6 2π.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó âîçðàñòàíèþ ïàðàìåòðà t ñîîòâåòñòâóåò îáõîä àñòðîèäû â
ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè, òî ïî ôîðìóëå (29) èìååì

S =
1

2

∮
L

x dy − y dx =
3a2

2

2π∫
0

(cos4 t sin2 t+ sin4 t cos2 t)dt =
3a2

2

2π∫
0

cos2 t sin2 t dt =

=
3a2

8

2π∫
0

sin2 2t dt =
3a2

16

2π∫
0

(1− cos 4t)dt =
3a2

16
(1− cos 4t)

∣∣2π
0

=
3a2π

8
.
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4.7. Óñëîâèÿ íåçàâèñèìîñòè êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà âòîðîãî ðîäà

îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ íà ïëîñêîñòè

Â ïðèìåðå 15, âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë ïî òðåì ðàçëè÷íûì êðèâûì, ñîåäèíÿþùèì
äâå äàííûå òî÷êè A è B, ìû ïîëó÷èëè îäíî è òî æå çíà÷åíèå. Áîëåå òîãî ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé êóñî÷íî ãëàäêîé êðèâîé AB ýòîò èíòåãðàë áóäåò èìåòü
òàêîå æå çíà÷åíèå. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò, ÷òî êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòî-
ðîãî ðîäà íå çàâèñèò îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ AB, à çàâèñèò òîëüêî îò ñàìèõ
òî÷åê A è B.

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèè P (x, y) è Q(x, y) íåïðåðûâíû â îáëàñòè G, òî÷êè
A è B çàôèêñèðîâàíû â G. Äëÿ òîãî ÷òîáû êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî

ðîäà

∫
AB

P dx+Qdy íå çàâèñåë îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ AB, ðàñïîëîæåííîãî â

îáëàñòè G, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûðàæåíèå P dx+ Qdy ÿâëÿëîñü
ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì íåêîòîðîé îïðåäåëåííîé â G ôóíêöèè u = u(x, y), ò. å.

du = P dx+Qdy.

Ïóñòü òî÷êè A(xA, yA), B(xB , yB) çàôèêñèðîâàíû â G. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ ýòîé òåîðåìû, òî äëÿ ëþáîé êóñî÷íî ãëàäêîé êðèâîé AB, ëåæàùåé â
îáëàñòè G∫

AB

P dx+Qdy =

∫
AB

du(x, y) = u(x, y)
∣∣(xB ,yB)

(xA,yA)
= u(xB , yB)− u(xA, yA).

Ôóíêöèþ u(x, y) ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå

u(x, y) =

(x,y)∫
(x0,y0)

P dx+Qdy + C,

ãäå ñïðàâà ñòîèò êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà ïî ïðîèçâîëüíîé êðè-
âîé L, ëåæàùåé â îáëàñòè G è ñîåäèíÿþùåé íåêîòîðóþ ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó
(x0, y0) ñ òî÷êîé (x, y), à C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Ðèñ. 33.

Â êà÷åñòâå êðèâîé L ìîæíî, íàïðèìåð, âûáðàòü ëîìàíóþ, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ
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îòðåçêîâ, ïàðàëëåëüíûõ îñÿì êîîðäèíàò (ðèñ. 33). Òîãäà

u(x, y) =

(x,y0)∫
(x0,y0)

P dx+

(x,y)∫
(x,y0)

Qdy + C =

x∫
x0

P (x, y0) dx+

y∫
y0

Q(x, y) dy + C.

Îïðåäåëåíèå. Îáëàñòü G íà ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ îäíîñâÿçíîé, åñëè äëÿ
ëþáîãî çàìêíóòîãî êîíòóðà, ëåæàùåãî â ýòîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííàÿ èì ÷àñòü
ïëîñêîñòè öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â îáëàñòè G (ðèñ. 34).

Ðèñ. 34.

Ïðèìåðàìè îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé ñëóæàò êðóã, êâàäðàò; ïðèìåð íåîäíîñâÿç-
íîé îáëàñòè � êîëüöî.

Ðèñ. 35. Îáëàñòè à), á) îäíîñâÿçíûå, â) íåîäíîñâÿçíàÿ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ḡ îáëàñòü G âìåñòå ñî ñâîåé ãðàíèöåé.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ôóíêöèè P (x, y) è Q(x, y) âìåñòå ñî ñâîèìè ÷àñòíûìè

ïðîèçâîäíûìè
∂P

∂y
è
∂Q

∂x
íåïðåðûâíû â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè Ḡ. Òîãäà, äëÿ òîãî,

÷òîáû êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà ïî ëþáîìó çàìêíóòîìó êóñî÷íî
ãëàäêîìó êîíòóðó L, ðàñïîëîæåííîìó â G, áûë ðàâåí íóëþ∮

L

P dx+Qdy = 0,

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà

∂P

∂y
=
∂Q

∂x
.

Ïðèìåð 19. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

(1,1)∫
(0,0)

y dx+ x dy.
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Ðåøåíèå. Çäåñü

P = y, Q = x,
∂P

∂y
=
∂Q

∂x
= 1,

òîãäà èíòåãðàë íå çàâèñèò îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ. Â êà÷åñòâå ïóòè èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ìîæíî âçÿòü îòðåçîê ïðÿìîé y = x èëè äóãó ïàðàáîëû y = x2, èëè
÷òî-íèáóäü äðóãîå. Ïîñêîëüêó y dx+ x dy = d(xy), òî

(1,1)∫
(0,0)

y dx+ x dy =

(1,1)∫
(0,0)

d(xy) = xy
∣∣(1,1)

(0,0)
= 1.

34


	Двойной интеграл
	Определение двойного интеграла
	Геометрический смысл двойного интеграла
	Свойства двойного интеграла
	Вычисление двойного интеграла
	Замена переменных в двойном интеграле
	Геометрические приложения двойных интегралов

	Тройной интеграл
	Определение тройного интеграла
	 Вычисление тройных интегралов с помощью повторного интегрирования
	 Замена переменных в тройном интеграле

	Криволинейный интеграл первого рода
	 Определение криволинейного интеграла первого рода
	Вычисление криволинейного интеграла первого рода

	Криволинейный интеграл второго рода
	Определение криволинейного интеграла второго рода
	Физический смысл криволинейного интеграла второго рода
	Вычисление криволинейного интеграла второго рода
	Связь между криволинейными интегралами первого и второго рода
	Формула Грина
	Вычисление площади области с помощью криволинейного интеграла
	Условия независимости криволинейного интеграла второго рода от пути интегрирования на плоскости




