
Ìîäóëü 5. Ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

1. Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî

Äîïóñòèì, ÷òî íà ïëîñêîñòè çàäàíà íåêîòîðàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ñèñòåìà êîîð-
äèíàò, áëàãîäàðÿ êîòîðîé êàæäîé òî÷êå x ïëîñêîñòè ìîæíî ñîïîñòàâèòü óïîðÿ-
äî÷åííóþ ïàðó ÷èñåë (x1, x2). ×èñëà x1 è x2 íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè òî÷êè x.
Áóäåì ýòî çàïèñûâàòü â âèäå: x = (x1, x2).

Îïðåäåëåíèå. Åñëè íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè
x = (x1, x2) è y = (y1, y2) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

ρ(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2,

òî êîîðäèíàòíàÿ ïëîñêîñòü íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâîé ïëîñêîñòüþ.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, êàê òðåõìåðíîå êîîð-
äèíàòíîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè x = (x1, x2, x3) è
y = (y1, y2, y3) îïðåäåëåíî ïî ôîðìóëå

ρ(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + (x3 − y3)2.

Òåïåðü îáîáùèì ïîíÿòèå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà íà n èçìåðåíèé.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ èç n äåéñòâèòåëüíûõ ÷è-
ñåë (x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ n-ìåðíûì êîîðäèíàòíûì ïðîñòðàíñòâîì En.

Òàêîé íàáîð ÷èñåë îáîçíà÷èì îäíîé áóêâîé

x = (x1, . . . , xn)

è íàçîâåì òî÷êîé ïðîñòðàíñòâà En.

Îïðåäåëåíèå. Êîîðäèíàòíîå ïðîñòðàíñòâî En íàçûâàåòñÿ n-ìåðíûì åâ-
êëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì è îáîçíà÷àåòñÿ Rn, åñëè îïðåäåëåíî ðàññòîÿíèå
ìåæäó ëþáûìè ïàðàìè òî÷åê x = (x1, . . . , xn) è y = (y1, . . . , yn) ïî ôîðìóëå

ρ(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + . . .+ (xn − yn)2.

Îòìåòèì âàæíîå ñâîéñòâî ðàññòîÿíèÿ: íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, êîòî-
ðîå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ òðåõ òî÷åê x, y è z åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ñïðà-
âåäëèâî íåðàâåíñòâî

ρ(x, y) 6 ρ(x, z) + ρ(z, y).

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå âàæíûå ïðèìåðû ìíîæåñòâ â Rn.

1. Ïóñòü x0 = (x0
1, . . . , x

0
n) � ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî òî÷åê x ïðîñòðàíñòâà Rn, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-
âèþ

ρ(x, x0) =
√

(x1 − x0
1)2 + . . .+ (xn − x0

n)2 < r,
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íàçûâàåòñÿ n-ìåðíûì îòêðûòûì øàðîì ðàäèóñîì r ñ öåíòðîì â òî÷êå x0.
Òàêîé øàð ìû áóäåì åùå íàçûâàòü r-îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x0. Îáîçíà÷àòü
åãî áóäåì Ur(x

0).

2. Çàìêíóòûé øàð.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî òî÷åê x óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

ρ(x, x0) 6 r,

íàçûâàåòñÿ n-ìåðíûì çàìêíóòûì øàðîì ðàäèóñîì r. Ýòî ìíîæåñòâî áóäåì
îáîçíà÷àòü Ur(x

0).

3. n-ìåðíàÿ ñôåðà.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî òî÷åê x óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

ρ(x, x0) = r,

íàçûâàåòñÿ n-ìåðíîé ñôåðîé ðàäèóñîì r.

Íà ïëîñêîñòè ìû áóäåì òî÷êè îáîçíà÷àòü òàê:M(x, y) èM0(x0, y0), ðàññòîÿíèå
ìåæäó íèìè �

ρ = ρ(M,M0) =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2.

Îòêðûòûé êðóã ðàäèóñîì r ñ öåíòðîì â òîêå M0(x0, y0) � ýòî ìíîæåñòâî
òî÷åê M(x, y), äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ρ(M,M0) =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 < r.

Îáîçíà÷àåòñÿ îí ÷åðåç Ur(M0). Ýòî ìíîæåñòâî åùå íàçûâàåòñÿ r-îêðåñòíîñòüþ
òî÷êè M0. Êàê è ïðåæäå, ìû íå áóäåì óêàçûâàòü ðàäèóñ îêðåñòíîñòè, åñëè íàì
íå âàæíà åãî âåëè÷èíà. Ðàññòîÿíèå ρ(M,M0) îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè ïðîñòî
áóêâîé ρ.

Ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòüþ òî÷êèM0(x0, y0), îáîçíà÷àåìîé ÷åðåç
◦
Ur(M0),

áóäåì íàçûâàòü îòêðûòûé êðóã ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå M0, ó êîòîðî-
ãî âûáðîøåí öåíòð, òî åñòü ìíîæåñòâî òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì:
0 < ρ < r.

2. Ôóíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

Ïîíÿòèå ôóíêöèè íà ïðîèçâîëüíîì ìíîæåñòâå íàì óæå èçâåñòíî, à ôóíê-
öèåé n ïåðåìåííûõ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå
ïðîñòðàíñòâà Rn ñî çíà÷åíèÿìè â R.

Ðèñ. 1.

Â äàëüíåéøåì ìû, â îñíîâíîì, áóäåì
èìåòü äåëî ñ ôóíêöèÿìè äâóõ ïåðåìåííûõ,
òî åñòü çàäàííûìè íà ìíîæåñòâå, ëåæàùåì
â êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè. Òî÷êè ïëîñêîñòè
áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîïèñíûìè ëàòèíñêèìè
áóêâàìè, à ñîîòâåòñòâóþùóþ ïàðó êîîðäè-
íàò � x è y: M = (x, y) èëè Mk = (xk, yk).
Ãðàôèêîì ôóíêöèè z = f(x, y) ÿâëÿåòñÿ
íåêîòîðàÿ ïîâåðõíîñòü â òðåõìåðíîì åâêëè-
äîâîì ïðîñòðàíñòâå (ðèñ. 1).
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Çäåñü, êàê è â ñëó÷àå îäíîé ïåðåìåííîé, äåéñòâóåò ñîãëàøåíèå: åñëè îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè íà ïëîñêîñòè íå çàäàíà, òî ïîä íåþ ïîäðàçóìåâàåòñÿ ÎÄÇ
(îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé). Ïîýòîìó, åñëè ôóíêöèÿ çàäàíà ëèøü óêàçàíèåì
ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè, òî åñòåñòâåííî âîçíèêàåò çàäà÷à: íàéòè îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè.

Ïðèìåð 1. Íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè

z =
√

1− x2 − y2.

Ðåøåíèå. ÎÄÇ äëÿ ôóíêöèè
√
t åñòü ìíîæåñòâî t > 0. Ïîýòîìó äëÿ äàííîé ôóíê-

öèè ÎÄÇ îïèñûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì:

1− x2 − y2 > 0, òî åñòü x2 + y2 6 1.

Ýòî çàìêíóòûé êðóã ðàäèóñîì 1 ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Ðèñ. 2.

Âàæíóþ ðîëü â ïðèëîæåíèÿõ ôóíêöèé
ìíîãèõ ïåðåìåííûõ èãðàþò ëèíèè óðîâíÿ
ôóíêöèè z = f(x, y). Òàê íàçûâàþò ìíî-
æåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè, íà êîòîðîì ôóíê-
öèÿ ïðèíèìàåò îäíî è òîæå çíà÷åíèå C. Ñ
ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ëèíèÿ óðîâíÿ
åñòü ïðîåêöèÿ íà ïëîñêîñòü Oxy ïðîñòðàí-
ñòâåííîé ëèíèè, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïåðåñå-
÷åíèåì ïîâåðõíîñòè z = f(x, y) ïëîñêîñòüþ
z = C (ðèñ. 2).

Èòàê, ëèíèÿ óðîâíÿ � ýòî ëèíèÿ íà
ïëîñêîñòè Oxy, îïèñûâàåìàÿ óðàâíåíèåì
f(x, y) = C.

Ïðèìåðàìè ëèíèé óðîâíÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé â ôèçèêå ÿâëÿþòñÿ èçîáàðû �
ëèíèè ïîñòîÿííîãî äàâëåíèÿ, èçîòåðìû � ëèíèè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðû è äð.

Ïðèìåð 2. Íàéòè ëèíèè óðîâíÿ ýëëèïòè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà, çàäàííîãî óðàâíå-

íèåì z =
x2

a2
+
y2

b2
.

Ðèñ. 3.

Ðåøåíèå. Ïîíÿòíî, ÷òî ëèíèè óðîâíÿ ýòîé ôóíêöèè îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì

x2

a2
+
y2

b2
= C èëè

x2

a2C
+

y2

b2C
= 1, ãäå C > 0.

Ýòî ýëëèïñ ñ ïîëóîñÿìè a
√
C è b

√
C (ðèñ. 3).
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3. Ïðåäåë è íåïðåðûâíîñòü

Ñòðåìëåíèå òî÷êè M(x, y) ê òî÷êå M0(x0, y0) îçíà÷àåò, ÷òî ðàçíîñòè
∆x = x − x0 è ∆y = y − y0 ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ èëè, ÷òî òî æå, ρ → 0, ãäå
ρ =

√
∆x2 + ∆y2.

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ôóíêöèè f(x, y) ïðè ñòðåì-
ëåíèè òî÷êè M(x, y) ê òî÷êå M0(x0, y0), åñëè äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà
ε ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî δ, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ 0 < |∆x| < δ è
0 < |∆y| < δ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |A− f(x, y)| < ε.

Çàïèñûâàåòñÿ ýòî îäíèì èç ñëåäóþùèõ âàðèàíòîâ:

A = lim
M→M0

f(x, y) = lim
∆x→0,∆y→0

f(x, y) = lim
ρ→0

f(x, y).

Íà ÿçûêå îêðåñòíîñòåé ýòî îïðåäåëåíèå îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàé-

äåòñÿ òàêàÿ ïðîêîëîòàÿ îêðåñòíîñòü
◦
U(M0), ÷òî åñëè M ∈

◦
U(M0), òî

|A− f(x, y)| < ε.

Ðèñ. 4.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â ñëó÷àå îäíîé
ïåðåìåííîé òî÷êà x äâèæåòñÿ ê òî÷êå x0 òîëüêî
ïî ïðÿìîé. Íà ïëîñêîñòè äåëî îáñòîèò ñëîæíåå:
òî÷êà M ìîæåò äâèãàòüñÿ ê òî÷êå M0 ðàçëè÷-
íûìè ïóòÿìè, êîèõ áåñêîíå÷íî ìíîãî. Åñëè ïðå-
äåë ôóíêöèè ðàâåí A, òî ðàçíîñòü A − f(x, y)
ñòðåìèòñÿ ê 0, êàêèì-áû ñïîñîáîì òî÷êà M íè
ñòðåìèëàñü ê òî÷êå M0. Íà ðèñóíêå 4 ïîêàçàíî
òðè âîçìîæíûõ ïóòè äâèæåíèÿ òî÷êè M . Îäèí
� ïî ïðÿìîëèíåéíîìó îòðåçêó MM0, äðóãîé �
ïî ëîìàíîé ñî çâåíüÿìè, ïàðàëëåëüíûìè îñÿì
êîîðäèíàò, è òðåòèé � ïî ïàðàáîëå.

Ïðèìåð 3. Íàéäåì ïðåäåë: lim
x→0
y→0

x4 + y4

x2 + y2
.

Ðåøåíèå. Íàéäåì ñíà÷àëà ïðåäåë, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî îí ñóùåñòâóåò, è âûáèðàÿ
óäîáíûé äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðåäåëà ïóòü:

lim
x→0

lim
y→0

x4 + y4

x2 + y2
= lim
x→0

x4

x2
= lim
x→0

x2 = 0.

Åñëè ïðåäåë ñóùåñòâóåò, òî îí íå çàâèñèò îò òîãî, êàêèì ïóòåì ìû äâèãàëèñü
ê òî÷êå (0, 0). Ìû ñíà÷àëà óñòðåìëÿëè y ê 0, à çàòåì íàøëè ïðåäåë ïðè x → 0.
Òåïåðü îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ñóùåñòâóåò ëè ïðåäåë. Äëÿ ýòîãî íàì íóæíî îöå-
íèòü ðàçíîñòü ìåæäó ïðåäïîëàãàåìûì ïðåäåëîì, îí ó íàñ ðàâåí 0, è çíà÷åíèåì
ôóíêöèè. Èòàê,

x4 + y4

x2 + y2
=

x4

x2 + y2
+

y4

x2 + y2
6
x4

x2
+
y4

y2
= x2 + y2 → 0,

òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà � êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ òî÷êèM îò òî÷êè (0, 0).
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À âîò äðóãîé ïðèìåð, êîòîðûé íàì ïðèãîäèòñÿ â áóäóùåì.

Ïðèìåð 4. Ïîêàæåì, ÷òî ñëåäóþùèé ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò:

lim
x→0
y→0

xy

x2 + y2
.

Ðåøåíèå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êà M(x, y) äâèæåòñÿ ê íà÷àëó êîîðäèíàò ïî
ïðÿìîé y = kx, ãäå k � ëþáîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Íà òàêîé ïðÿìîé ôóíêöèÿ
ïîñòîÿííà:

f(x, y) =
xy

x2 + y2
=

kx2

(1 + k2)x2
=

k

1 + k2
.

Íà ïðÿìûõ ñ ðàçëè÷íûìè óãëîâûìè êîýôôèöèåíòàìè k ýòà ôóíêöèÿ ïðèíèìà-
åò ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ, à çíà÷èò èìååò ðàçëè÷íûå ïðåäåëû ïî ðàçíûì ïóòÿì.
Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ôóíêöèÿ íå èìååò ïðåäåëà â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(x, y) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå M0(x0, y0),
åñëè ñóùåñòâóåò

lim
x→x0
y→y0

f(x, y) = f(x0, y0).

Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ îáëàäàþò òåìè æå àëãåáðàè÷åñêèìè
ñâîéñòâàìè, ÷òî è ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé: åñëè ôóíêöèè f è g íåïðåðûâíû
â òî÷êå M0, òî â ýòîé òî÷êå

1) èõ ñóììà íåïðåðûâíà;

2) èõ ïðîèçâåäåíèå íåïðåðûâíî;

3) åñëè g(M0) 6= 0, òî íåïðåðûâíî è ÷àñòíîå f/g.

Ïðèìåð 5. Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ

f(x, y) =


x4 + y4

x2 + y2
, åñëè x2 + y2 6= 0,

0, åñëè x = y = 0.

Åñëè x2 + y2 6= 0, òî ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â òî÷êå (x, y) êàê ÷àñòíîå äâóõ ìíîãî-
÷ëåíîâ, òàê êàê ìíîãî÷ëåíû íåïðåðûâíû âñþäó. ×òî æå êàñàåòñÿ òî÷êè (0, 0), òî
äëÿ ïðîâåðêè íåïðåðûâíîñòè â íåé íóæíî ñ÷èòàòü ïðåäåë.

Êàê ïîêàçûâàåò ïðèìåð 3, ïðåäåë ýòîé ôóíêöèè â òî÷êå (0, 0) ðàâåí 0. Çíà-
÷åíèå ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå òàêæå ðàâíî 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ôóíêöèÿ íåïðå-
ðûâíà è â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Ïðèìåð 6. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f(x, y) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(x, y) =

{ xy

x2 + y2
, åñëè x2 + y2 6= 0,

0, åñëè x = y = 0.

Ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà âî âñåõ òî÷êàõ, êðîìå íà÷àëà êîîðäèíàò, òàê êàê â
òàêèõ òî÷êàõ îíà îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòíîøåíèå ìíîãî÷ëåíîâ, êîòîðîå íåïðåðûâíî
âñþäó, êðîìå òåõ òî÷åê, â êîòîðûõ çíàìåíàòåëü îáðàùàåòñÿ â 0. Â òî÷êå æå (0, 0)
îíà íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ïîòîìó, ÷òî â ýòîé òî÷êå îíà íå èìååò ïðåäåëà, êàê
ïîêàçàíî â ïðèìåðå 4.
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4. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå

Ïóñòü ôóíêöèÿ z = f(x, y) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè Ua(M0) òî÷êè
M0. Åñëè ìû çàôèêñèðóåì ïåðåìåííóþ y = y0, à x áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê
ïåðåìåííóþ âåëè÷èíó, òî ôóíêöèÿ f(x, y0) ñòàíåò ôóíêöèåé îäíîé ïåðåìåííîé.

Îïðåäåëåíèå. Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè f(x, y0) ïî x â òî÷êå x0 íàçûâàåòñÿ
÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî x ôóíêöèè f(x, y) â òî÷êå M0(x0, y0).

Îáîçíà÷àåòñÿ îíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d

dx
f(x, y0)

∣∣
x=x0

=
∂f(x0, y0)

∂x
èëè zx(x0, y0).

Åñëè ðàñêðûòü îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé, òî ïîëó÷èì íåïîñðåäñòâåííîå îïðå-
äåëåíèå ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé. Îáîçíà÷èì ïðèðàùåíèå ôóíêöèè f(x, y), ïîëó÷åí-
íîå ïðè ïåðåìåùåíèè èç òî÷êèM0(x0, y0) â òî÷êóM(x0 +∆x, y0), ÷åðåç ∆xf(M0)
èëè ∆xf(x0, y0). Ýòî ïðèðàùåíèå íàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì ïðèðàùåíèåì . Òîãäà

∂f(x0, y0)

∂x
= lim

∆x→0

∆xf(x0, y0)

∆x
= lim

∆x→0

f(x0 + ∆x, y0)− f(x0, y0)

∆x
.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî y:

d

dy
f(x0, y)

∣∣
y=y0

=
∂f(x0, y0)

∂y
.

Åñëè â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f(x, y) ñóùåñòâóþò åå

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
∂f

∂x
è
∂f

∂y
, òî îíè ñàìè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè è ìîæíî ãî-

âîðèòü îá èõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Îïðåäåëåíèå. Âòîðîé ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(x, y) ïî ïåðå-
ìåííîé x è y íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî,

∂2f(x, y)

∂x2
=

∂

∂x

∂f(x, y)

∂x
,

∂2f(x, y)

∂y2
=

∂

∂y

∂f(x, y)

∂y
.

Ýòè ïðîèçâîäíûå íàçûâàþò ÷èñòûìè â îòëè÷èå îò ñìåøàííûõ:

∂2f(x, y)

∂x∂y
=

∂

∂x

∂f(x, y)

∂y
,

∂2f(x, y)

∂y∂x
=

∂

∂y

∂f(x, y)

∂x
.

Ýòè äâå ïðîèçâîäíûå íå âñåãäà ñîâïàäàþò, íî â òåõ ñëó÷àÿõ, â êîòîðûõ íàì
ïðèäåòñÿ âû÷èñëÿòü ýòè ïðîèçâîäíûå, îíè ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü â
ðàìêàõ íàøåãî êóðñà èõ ñîâïàäàþùèìè.

Ïðèìåð 7. Âû÷èñëèòü âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëü-
íî îò ôóíêöèè z = x3 + y3 − 3axy.

Ðåøåíèå. Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíûå ïî x, ïîìíèì, ÷òî y â ýòîì ñëó÷àå êîíñòàíòà
òàêàÿ æå, êàê a:

∂z

∂x
= 3x2 − 3ay,

∂2z

∂x2
= 6x,

∂z

∂y
= 3y2 − 3ax,

∂2z

∂y2
= 6y,

∂2z

∂x∂y
= −3a.
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5. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü è äèôôåðåíöèàë

Ïóñòü M(x, y) � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà èç îêðåñòíîñòè U(M0). Òîãäà ðàçíîñòü

∆f(M0) = f(x, y)− f(x0, y0)

íàçûâàåòñÿ ïîëíûì ïðèðàùåíèåì ôóíêöèè f(x, y) â òî÷êå M0.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(x, y) íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå
M0, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå äâå ïîñòîÿííûå A è B è ôóíêöèÿ α(x, y), ñòðåìÿùà-
ÿñÿ ê 0 ïðè ρ→ 0, ÷òî

∆f(M0) = A∆x+B∆y + α(x, y)ρ. (1)

Ýòî îïðåäåëåíèå îçíà÷àåò, ÷òî äèôôåðåíöèðóåìàÿ â òî÷êå M0 ôóíêöèÿ ìàëî
îòëè÷àåòñÿ îò ëèíåéíîé â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè M0.

Òàêèå ðàâåíñòâà, êàê (1), â êîòîðûõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî x è y ñòðåìÿòñÿ ê
íåêîòîðîìó ïðåäåëó, íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèìè. Ëèíåéíàÿ ÷àñòü A∆x+B∆y
íàçûâàåòñÿ ãëàâíîé ÷àñòüþ ðàâåíñòâà (1), ñëàãàåìîå α(x, y)ρ, ïðåäñòàâëÿþùåå
ñîáîé áåñêîíå÷íî ìàëóþ âåëè÷èíó âûñøåãî ïîðÿäêà ïî îòíîøåíèþ ê ãëàâíîé
÷àñòè, � îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì .

Îïðåäåëåíèå. Ãëàâíàÿ ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè ïðè
ρ→ 0 íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f(x, y) â òî÷êåM0 è îáîçíà÷àåòñÿ

df(x0, y0) = A∆x+B∆y.

Åñëè x è y � íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå, òî èõ ïðèðàùåíèÿ ∆x è ∆y ïðèíÿòî
îáîçíà÷àòü ÷åðåç dx è dy, òàê ÷òî äèôôåðåíöèàë áóäåò çàïèñûâàòüñÿ â âèäå:

df(x0, y0) = Adx+Bdy.

6. Ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäíûõ è äèôôåðåíöèðóåìîñòü

Ïîíÿòèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè ðàíåå áûëî ââåäåíî è äëÿ ôóíêöèé îäíîé ïå-
ðåìåííîé. Â ýòîì ñëó÷àå ñâîéñòâî äèôôåðåíöèðóåìîñòè áûëî ðàâíîñèëüíî ñóùå-
ñòâîâàíèþ ïðîèçâîäíîé. Íî äëÿ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ýòî óæå íåâåðíî.
Ïðèâåäåì ñíà÷àëà ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 1. Åñëè ôóíêöèÿ f(x, y) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå M0(x0, y0), òî â
ýòîé òî÷êå ó íåå ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, êîòîðûå è ÿâëÿþòñÿ êî-
ýôôèöèåíòàìè äèôôåðåíöèàëà

A =
∂f(x0, y0)

∂x
, B =

∂f(x0, y0)

∂y
, df(x0, y0) =

∂f(x0, y0)

∂x
dx+

∂f(x0, y0)

∂y
dy.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ôóíêöèÿ f(x, y) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êåM0(x0, y0),
òî ïðè ∆y = 0 èç ôîðìóëû (1) ïîëó÷èì

∂f(x0, y0)

∂x
= lim

∆x→0

∆f(x0, y0)

∆x
= lim

∆x→0

(
A+

α(x, y)|∆x|
∆x

)
= A,

òî åñòü ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî x ñóùåñòâóåò è ðàâíà A.
Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ è ñóùåñòâîâàíèå ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî y è

ðàâåíñòâî åå B.
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Îäíàêî, èç íàëè÷èÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå íå ñëåäóåò äèôôåðåíöèðó-
åìîñòü â ýòîé òî÷êå. Ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ ñëåäóþùèì êîíòðïðèìåðîì.

Ïðèìåð 8. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ïðèìåðà 6:

f(x, y) =

{ xy

x2 + y2
, åñëè x2 + y2 6= 0,

0, åñëè x = y = 0.

Ýòà ôóíêöèÿ èìååò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â òî÷êå (0, 0). Ïðîâåðèì ýòî. Â ýòîé
òî÷êå ∆x = x− 0 = x. Òàê êàê ìû áóäåì âû÷èñëÿòü ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî x,
òî íóæíî ïîëîæèòü y = 0. Èòàê,

∂f(0, 0)

∂x
= lim
x→0

f(x, 0)− f(0, 0)

x
= lim
x→0

0

x
= 0.

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî
∂f(0, 0)

∂y
= 0. Îäíàêî, ýòà ôóíêöèÿ íå

äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå (0, 0), èáî, êàê áóäåò ïîêàçàíî â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå,
åñëè ôóíêöèÿ äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå, òî îíà è íåïðåðûâíà â ýòîé òî÷êå. À
íàøà ôóíêöèÿ, êàê ïîêàçàíà â ïðèìåðå 6, íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â íà÷àëå
êîîðäèíàò.

7. Äèôôåðåíöèàëû âûñøèõ ïîðÿäêîâ

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà ìîæíî äèôôåðåíöèàë ôóíê-
öèè f(x, y) (èëè ïåðâûé äèôôåðåíöèàë, èëè äèôôåðåíöèàë ïåðâîãî ïîðÿäêà) â
òî÷êå M0(x0, y0) çàïèñàòü â âèäå:

df(x0, y0) =
∂f(x0, y0)

∂x
dx+

∂f(x0, y0)

∂y
dy.

Âòîðîé äèôôåðåíöèàë d2f(x0, y0) (èëè äèôôåðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿä-
êà) ôóíêöèè f(x, y) â òî÷êå M0(x0, y0) îïðåäåëÿåòñÿ êàê äèôôåðåíöèàë â òî÷êå
M0 îò ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà ïðè óñëîâèÿõ:

1) df ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ôóíêöèÿ òîëüêî íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ x, y
(dx è dy ðàññìàòðèâàþò êàê ïîñòîÿííûå ìíîæèòåëè),

2) ïðè âû÷èñëåíèè äèôôåðåíöèàëîâ îò
∂f(x, y)

∂x
è
∂f(x, y)

∂y
ïðèðàùåíèÿ ïåðå-

ìåííûõ x, y áåðóò ðàâíûìè dx, dy.

Íà îñíîâàíèè ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèôôå-
ðåíöèàëà âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f(x, y) â òî÷êå M0(x0, y0):

d2f(x0, y0) =
∂2f(x0, y0)

∂x2
dx2 + 2

∂2f(x0, y0)

∂x∂y
dx dy +

∂2f(x0, y0)

∂y2
dy2.

Çäåñü dx2 = (dx)2, dy2 = (dy)2. Ýòó ôîðìóëó ìîæíî çàïèñàòü â áîëåå êîìïàêòíîì

âèäå. Ñèìâîë
∂

∂x
áóäåì íàçûâàòü îïåðàòîðîì ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî ïåðåìåí-

íîé x. Ïðè äåéñòâèè ýòîãî îïåðàòîðà íà ôóíêöèþ f(x, y) ïîëó÷àåòñÿ ÷àñòíàÿ
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ïðîèçâîäíàÿ
∂f(x, y)

∂x
. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì îïåðàòîð

∂

∂y
÷àñòíîé ïðîèçâîä-

íîé ïî ïåðåìåííîé y.

×åðåç

(
∂

∂x

)2

=
∂2

∂x2
îáîçíà÷èì îïåðàòîð âòîðîé ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî x,(

∂

∂y

)2

=
∂2

∂y2
� îïåðàòîð âòîðîé ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî y, ñèìâîë

∂

∂x

∂

∂y
=

=
∂2

∂x∂y
îáîçíà÷àåò îïåðàòîð ñìåøàííîé âòîðîé ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî y, x.

Ñèìâîë d =
∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy íàçîâåì îïåðàòîðîì äèôôåðåíöèàëà. Ïðè äåéñòâèè

ýòîãî îïåðàòîðà íà ôóíêöèþ f(x, y) ïîëó÷àåòñÿ äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè

dy =
∂f(x, y)

∂x
dx+

∂f(x, y)

∂y
dy.

Îïðåäåëèì n-óþ ñòåïåíü äèôôåðåíöèàëà êàê n-óþ ñòåïåíü äâó÷ëåíà
∂

∂x
dx+

+
∂

∂y
dy. Òîãäà ïðè n = 2 ïîëó÷èì

d2 =

(
∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)2

=
∂2

∂x2
dx2 + 2

∂2

∂x∂y
dx dy +

∂2

∂y2
dy2.

Ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðà d2 íà ôóíêöèþ f(x, y) â òî÷êå M0(x0, y0) ïîëó÷èì
âòîðîé äèôôåðåíöèàë

d2f(x0, y0) =

(
∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)2

f(x0, y0).

Äèôôåðåíöèàë n-ãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f(x, y) îïðåäåëÿåòñÿ êàê äèôôåðåí-
öèàë îò äèôôåðåíöèàëà (n− 1)-ãî ïîðÿäêà

dnf = d(dn−1f)

ïðè òàêèõ æå óñëîâèÿõ, ÷òî è äèôôåðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà.
Äëÿ äèôôåðåíöèàëà n-ãî ïîðÿäêà â òî÷êå M0(x0, y0) ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

dnf(x0, y0) =

(
∂

∂x
dx+

∂

∂y
dy

)n
f(x0, y0).

Ïðèìåð 9. Íàéòè äèôôåðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè f(x, y) = xy òî÷êå
M0 = (2, 3).

Ðåøåíèå. Íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè ïåðâîãî ïîðÿäêà:

∂f(x, y)

∂x
= yxy−1,

∂f(x, y)

∂y
= xy lnx.

Òåïåðü íàéäåì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà:

∂2f(x, y)

∂x2
= y(y−1)xy−2,

∂2f(x, y)

∂x∂y
= xy−1+yxy−1 lnx,

∂2f(x, y)

∂y2
= xy(lnx)2.
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Âû÷èñëèì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà â äàííîé òî÷êå M0, ïîëó÷èì

∂2f(x, y)

∂x2
(M0) = 12,

∂2f(x, y)

∂x∂y
(M0) = 4 + 24 ln 2,

∂2f(x, y)

∂y2
(M0) = 8 ln2 2.

Òîãäà äèôôåðåíöèàë âòîðîãî ïîðÿäêà â òî÷êå M0

d2f(M0) = 12 dx2+2(4+24 ln 2) dx dy+8 ln2 2 dy2 = 12 dx2+8(1+6 ln 2) dx dy+8 ln2 2 dy2

8. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü è íåïðåðûâíîñòü

Ìû ââåëè ïîíÿòèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèé. Æåëàòåëüíî ñîïîñòàâèòü
ýòî ñâîéñòâî ñ äðóãèìè, òîæå ñâÿçàííûìè ñ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì. Òàêèì ñâîé-
ñòâîì ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â òî÷êå.

Òåîðåìà 2. Åñëè ôóíêöèÿ f(x, y) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êåM0(x0, y0), òî îíà
è íåïðåðûâíà â ýòîé òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèðàùåíèå äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè â òî÷êå M0(x0, y0)
èìååò âèä

∆f(x0, y0) = A∆x+B∆y + α(x, y)
√

∆x2 + ∆y2.

Åñëè ∆x→ 0 è ∆y → 0, òî èç ýòîãî ðàâåíñòâà âèäíî, ÷òî ðàçíîñòü

f(x, y)− f(x0, y0) = ∆f(x0, y0)

ñòðåìèòñÿ ê 0. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíà â òî÷êå M0.

Îäíàêî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî, òî åñòü íåïðåðûâíàÿ â òî÷êåM0 ôóíê-
öèÿ ìîæåò è íå áûòü äèôôåðåíöèðóåìîé, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð.

Ïðèìåð 10. Ôóíêöèÿ z =
√
x2 + y2 íåïðåðûâíà íà âñåé ïëîñêîñòè, òàê êàê ÿâëÿ-

åòñÿ ñóïåðïîçèöèåé ìíîãî÷ëåíà x2+y2 è ôóíêöèè z =
√
u, íåïðåðûâíûõ ïðè âñåõ

çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòîâ. Íàñ èíòåðåñóåò òî÷êà (0, 0). Â ýòîé òî÷êå íàøà ôóíêöèÿ
íå èìååò ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Äåéñòâèòåëüíî, ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäíîé zx
îçíà÷àåò ïî îïðåäåëåíèþ ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé
z(x, 0) = |x| â òî÷êå x = 0. Íî íàì èçâåñòíî, ÷òî ýòà ïðîèçâîäíàÿ íå ñóùåñòâóåò.
Ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåìàÿ ôóíêöèÿ íå ìîæåò áûòü äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷êå
(0, 0), êàê ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà.

9. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü è êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü. Ãåî-

ìåòðè÷åñêèé ñìûñë äèôôåðåíöèðóåìîñòè

Äëÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé, êàê íàì èçâåñòíî, äèôôåðåíöèðóåìîñòü
ôóíêöèè f(x) â òî÷êå x0 ðàâíîñèëüíà ñóùåñòâîâàíèþ ó íåå ïðîèçâîäíîé â ýòîé
òî÷êå. À ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäíîé ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ êàñàòåëüíîé
ïðÿìîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè f(x) â òî÷êå (x0, f(x0)).

Äëÿ ôóíêöèè æå äâóõ ïåðåìåííûõ, êàê ìû óáåäèëèñü, äèôôåðåíöèðóåìîñòü
íå ðàâíîñèëüíà íàëè÷èþ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â òîé æå òî÷êå. Òåì íå ìåíåå,
îíà ñâÿçàíà ñ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ ïîäîáíî òîìó, êàê ñâÿçàíà äèôôåðåíöè-
ðóåìîñòü ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé ñ êàñàòåëüíîé ê åå ãðàôèêó.
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Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ z = f(x, y) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè M0(x0, y0).
Îáîçíà÷èì z0 = f(x0, y0) è P0 = (x0, y0, z0).

×òîáû ãåîìåòðè÷åñêè èíòåðïðåòèðîâàòü äèôôåðåíöèðóåìîñòü íàì íåîáõîäè-
ìî êàêîå-íèáóäü îïðåäåëåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè. Íî ïîêà áóäåì èñïîëüçî-
âàòü íåêîòîðîå èíòóèòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå î êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè, êîòîðîå,
íåñîìíåííî, ïðèîáðåëè åùå â øêîëå.

Èñõîäÿ èç òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, çàìåòèì, ÷òî êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü äîëæíà
ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó P0, ïîýòîìó åå óðàâíåíèå äîëæíî èìåòü âèä:

a(X − x0) + b(Y − y0) + c(Z − z0) = 0.

Êðîìå òîãî, ýòà ïëîñêîñòü íå ìîæåò áûòü âåðòèêàëüíîé. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü,
÷òî åñëè êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü â òî÷êå M0 âåðòèêàëüíà, òî ó ôóíêöèè f(x, y) â
ýòîé òî÷êå íå ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ, à, çíà÷èò, îíà è íå
äèôôåðåíöèðóåìà. Ïîýòîìó ó íóæíîé íàì êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè êîýôôèöèåíò
c 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå ïëîñêîñòè äîëæíî èìåòü âèä:

Z(X,Y ) = z0 +A(X − x0) +B(Y − y0). (2)

Èñïîëüçóÿ ýòè ñîîáðàæåíèÿ, äàäèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå. Îáîçíà÷èì, êàê
îáû÷íî, ÷åðåç ρ =

√
∆x2 + ∆y2.

Îïðåäåëåíèå. Ïëîñêîñòü ñ óðàâíåíèåì (2) íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîé ê ãðà-
ôèêó ôóíêöèè z = f(x, y) â òî÷êå P0(x0, y0, z0), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ áåñêîíå÷íî
ìàëàÿ ïðè ∆x→ 0 è ∆y → 0 âåëè÷èíà α(x, y), ÷òî

f(x, y)− Z(x, y) = α(x, y)ρ. (3)

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ðàçíîñòü ìåæäó àïïëèêàòàìè òî÷êè íà ïëîñêîñòè è íà ïî-
âåðõíîñòè â òî÷êå M(x, y) åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ âåëè÷èíà âûñøåãî ïîðÿäêà ïî
îòíîøåíèþ ê ðàññòîÿíèþ ρ ìåæäó òî÷êàìè M è M0, ïðè ñòðåìëåíèè òî÷êè M ê
òî÷êå M0.

Ðèñ. 5.
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Òåîðåìà 3. Ôóíêöèÿ z = f(x, y) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå M0(x0, y0) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðàôèê ôóíêöèè èìååò êàñàòåëüíóþ ïëîñêîñòü â òî÷êå
P0(x0, y0, z0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(x, y) äèôôåðåíöèðóå-
ìà â òî÷êå M0, òî åñòü ñóùåñòâóåò òàêàÿ áåñêîíå÷íî ìàëàÿ α(x, y), ÷òî

∆f(M0) = f(x, y)− z0 = fx(M0)∆x+ fy(M0)∆y + α(x, y)ρ. (4)

Âûáåðåì ïëîñêîñòü (2) ñ êîýôôèöèåíòàìè A = fx(M0) è B = fy(M0). Òîãäà
äëÿ òàêîé ïëîñêîñòè èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïîëó÷èì:

f(x, y)− Z(x, y) = α(x, y)ρ,

à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïëîñêîñòü

Z(X,Y ) = z0 + fx(M0)(X − x0) + fy(M0)(Y − y0)

ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê ïîâåðõíîñòè z = f(x, y) â òî÷êå P0.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ïëîñêîñòü (2) ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé, òî åñòü äëÿ íåå

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3). Èç ýòîãî óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî

∆f(M0) = f(x, y)− z0 = Z(x, y)− z0 + α(x, y)ρ = A∆x+B∆y + α(x, y)ρ.

Ñëåäîâàòåëüíî, f(x, y) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå M0.

10. Ïðîèçâîäíûå ñëîæíîé ôóíêöèè

Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ z = f(x, y), ïðè÷åì êîîðäèíàòû x è y ñàìè ÿâëÿþòñÿ
ôóíêöèÿìè

x = ϕ(t), y = ψ(t).

Òîãäà ìû ìîæåì îáðàçîâàòü ôóíêöèþ îäíîé ïåðåìåííîé t: h(t) = f(ϕ(t), ψ(t)).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó ôóíêöèè f(x, y) ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèç-
âîäíûå è ñóùåñòâóþò ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé ϕ(t), ψ(t).

Âûÿñíèì, êàê áóäåò âû÷èñëÿòüñÿ ïðîèçâîäíàÿ h(t). Äëÿ ýòîé öåëè çàïèøåì
îòíîøåíèå ïðèðàùåíèÿ ∆h ôóíêöèè h ê ïðèðàùåíèþ ∆t àðãóìåíòà â òî÷êå t0,
îáîçíà÷àÿ x0 = ϕ(t0), y0 = ψ(t0), â ñëåäóþùåì âèäå:

∆h

∆t
=
f(ϕ(t), ψ(t))− f(ϕ(t), y0)

∆t
+
f(ϕ(t), y0)− f(x0, y0)

∆t
=

=
f(ϕ(t), ψ(t))− f(ϕ(t), y0)

∆ψ(t)
· ∆ψ(t)

∆t
+
f(ϕ(t), y0)− f(x0, y0)

∆ϕ
· ∆ϕ

∆t

Â ïåðâîì ñëàãàåìîì ïðèðàùåíèå ïðèäàåòñÿ òîëüêî ïî âòîðîìó àðãóìåíòó, à âî
âòîðîì � òîëüêî ïî ïåðâîìó, òî åñòü ôóíêöèÿ f ïðè òàêèõ çàäàíèÿõ ïðèðàùåíèé
ñ÷èòàåòñÿ ôóíêöèåé îäíîé ïåðåìåííîé. Ïî òîé ïåðåìåííîé, êîòîðîé ïðèäàåòñÿ
ïðèðàùåíèå, ìû ìîæåì ïðèìåíèòü òåîðåìó Ëàãðàíæà è ïîëó÷èì

∆h

∆t
=
∂f(ϕ(t), y0 + θ∆t)

∂y
ψ′(t0 + θ1∆t) +

∂(f(x0 + θ2ϕ(t))

∂x
ϕ′(t0 + θ3∆t),
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θ, θ1, θ2, θ3 ∈ (0, 1). Åñëè òåïåðü ∆t→ 0, òî â ëåâîé ÷àñòè â ïðåäåëå ïîëó÷èì h′(t0),
à â ïðàâîé � ϕ(t)→ x0, ψ(t)→ y0, ϕ

′(t0 + θ3∆t))→ ϕ′(t0), ψ′(t0 + θ1∆t)→ ψ′(t0).
Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

d

dt
f(ϕ(t), ψ(t))

∣∣
t=t0

=
∂f(x0, y0)

∂x
· ϕ′(t0) +

∂f(x0, y0)

∂y
· ψ′(t0). (5)

Ýòî è åñòü ôîðìóëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè.
Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ z = f(x, y), ó êîòîðîé êîîðäèíàòû x è y ÿâëÿþòñÿ

ôóíêöèÿìè
x = ϕ(u, v), y = ψ(u, v).

Äîïóñòèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x, y) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå B(x0, y0), à ôóíê-
öèè ϕ(u, v) è ψ(u, v) äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå A(u0, v0), ãäå x0 = ϕ(u0, v0),
y0 = ψ(u0, v0). Òîãäà ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ z = f(ϕ(u, v), ψ(u, v)) äèôôåðåíöèðóåìà
â òî÷êå A(u0, v0) è å¼ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âûðàæàþòñÿ ôîðìóëàìè

∂z

∂u
(A) =

∂f

∂x
(B) · ∂ϕ

∂u
(A) +

∂f

∂y
(B) · ∂ψ

∂u
(A),

∂z

∂v
(A) =

∂f

∂x
(B) · ∂ϕ

∂v
(A) +

∂f

∂y
(B) · ∂ψ

∂v
(A).

Ïðèìåð 11. Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè z = f(x2 + y, xy).

Ðåøåíèå. Ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç u = x2 + y, v = xy.
Òîãäà ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè z ïî x è y íàéäåì ïî ôîðìóëàì:

∂z

∂x
=
∂f

∂u
· ∂u
∂x

+
∂f

∂v
· ∂v
∂x
,

∂z

∂y
=
∂f

∂u
· ∂u
∂y

+
∂f

∂v
· ∂v
∂y
.

Ïîñêîëüêó
∂u

∂x
= 2x,

∂u

∂y
= 1,

∂v

∂x
= y,

∂v

∂y
= x, òî èñêîìûå ïðîèçâîäíûå ðàâíû

∂z

∂x
= 2xf ′u + yf ′v,

∂z

∂y
= yf ′u + xf ′v.

11. Ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ è ãðàäèåíò

Ïðè îïðåäåëåíèè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ìû ñ÷èòàëè, ÷òî îäíà êîîðäèíàòà
ïîñòîÿííà, à äðóãàÿ ïåðåìåííàÿ. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò äâèæåíèþ òî÷êè âäîëü îäíîé
èç îñåé êîîðäèíàò.

Ïðè âû÷èñëåíèè ïðîèçâîäíîé ñëîæíîé ôóíêöèè, êîãäà x è y çàâèñÿò îò îäíîé
ïåðåìåííîé, ïî ñóùåñòâó, ìû âû÷èñëÿëè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f ïðè äâèæåíèè
òî÷êè ïî êðèâîé x = ϕ(t), y = ψ(t). Åñëè ó÷åñòü, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ åñòü ñêîðîñòü
èçìåíåíèÿ ôóíêöèè ïî îòíîøåíèþ ê èçìåíåíèþ àðãóìåíòà, òî â ïîñëåäíåì ñëó-
÷àå ìû âû÷èñëÿëè ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ôóíêöèè ïðè äâèæåíèè òî÷êè âäîëü çà-
äàííîé êðèâîé. Òàêàÿ òî÷êà çðåíèÿ íà ïðîèçâîäíóþ ñëîæíîé ôóíêöèè ïðèâåäåò
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íàñ ê ïîíÿòèþ ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ, åñëè â êà÷åñòâå êðèâîé, ïî êîòîðîé
äâèæåòñÿ òî÷êà ìû âûáåðåì íàïðàâëåííóþ ïðÿìóþ, òî åñòü ïðÿìóþ íà êîòîðîé
óêàçàíî ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî çàäàòü
íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ òî÷êè è òî÷êó, â êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ òàêàÿ ïðîèçâîäíàÿ.

Èòàê, çàäàäèì íåêîòîðîå íàïðàâëåíèå åäèíè÷íûì âåêòîðîì ~l = (cosα, sinα),
ãäå α � óãîë, êîòîðûé îáðàçóåò âåêòîð ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè OX.
Ïóñòü M0 = (x0, y0) � òî÷êà èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f(x, y). Íàïèøåì
ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êóM0 è ïàðàëëåëüíîé
âåêòîðó ~l:

x = x0 + t cosα, y = y0 + t sinα. (6)

Îïðåäåëåíèå. Ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ ~l, îáîçíà÷àåìîé

∂f(x, y)

∂~l
,

íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé ôóíêöèè f(x(t), y(t)) â òî÷êå t = 0 ïðè çàäàíèè
x(t) è y(t) ïî ôîðìóëàì (6).

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ
ôóíêöèè ïðè äâèæåíèè òî÷êè ïî ïðÿìîé â çàäàííîì íàïðàâëåíèè.

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (5) âû÷èñëåíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè, ìû ïîëó÷èì è ôîðìó-
ëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ:

∂f(x, y)

∂~l
=
∂f(x, y)

∂x
cosα+

∂f(x, y)

∂y
sinα (7)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ôîðìóëó (7): åå ïðàâàÿ ÷àñòü î÷åíü íàïîìèíàåò ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè, â êîòîðîì ïåðåìíîæàþòñÿ âåêòîð(
∂f(x, y)

∂x
,
∂f(x, y)

∂y

)
è âåêòîð ~l.

Îïðåäåëåíèå. Âåêòîð

grad f(x, y) =

(
∂f(x, y)

∂x
,
∂f(x, y)

∂y

)
íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòîì ôóíêöèè f(x, y)

Âåðíåìñÿ ê ôîðìóëå (7), èç êîòîðîé âûâåäåì è ñâîéñòâà ãðàäèåíòà è ãåîìåò-
ðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ.

Òàê êàê âåêòîð ~l åäèíè÷íûé, òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ãðàäèåíòà íà ýòîò
âåêòîð åñòü ïðîåêöèÿ ãðàäèåíòà íà íàïðàâëåíèå ~l:

∂f(x, y)

∂~l
= grad~l f(x, y).

Êðîìå òîãî, ïðîåêöèÿ áóäåò íàèáîëüøåé òîãäà, êîãäà íàïðàâëåíèå ãðàäèåíòà è
âåêòîðà ~l ñîâïàäàþò. Åñëè çàìåòèì åùå, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ îçíà÷àåò ñêîðîñòü ðîñòà
ôóíêöèè f(x, y) â çàäàííîé òî÷êå, òî çàêëþ÷àåì, ÷òî ãðàäèåíò ôóíêöèè f(x, y)
åñòü âåêòîð, íàïðàâëåííûé â ñòîðîíó íàèáîëüøåãî âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè è ïî
âåëè÷èíå ðàâíûé ñêîðîñòè ýòîãî âîçðàñòàíèÿ
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Ïðèìåð 12. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè z = xy â íàïðàâëåíèè (1, 1) â òî÷êå
M(2, 3), íàïðàâëåíèå è âåëè÷èíó ñêîðîñòè íàèáîëüøåãî âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè â
ýòîé òî÷êå.

Ðåøåíèå. Íàïðàâëåíèå è âåëè÷èíó ñêîðîñòè íàèáîëüøåãî âîçðàñòàíèÿ äàåò ãðà-
äèåíò: gradxy = (y, x) = (3, 2). Òðåáóåìîå íàïðàâëåíèå ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíè-
åì âåêòîðà (3, 2), à ñêîðîñòü âîçðàñòàíèÿ ðàâíà |gradxy| =

√
13.

×òîáû íàéòè ïðîèçâîäíóþ ïî íàïðàâëåíèþ (1, 1), íàõîäèì åäèíè÷íûé âåêòîð

ýòîãî íàïðàâëåíèÿ ~l = (1/
√

2, 1/
√

2) è óìíîæàåì íà íåãî ãðàäèåíò:

∂(xy)

~l
(2, 3) =

3√
2

+
2√
2

=
5√
2
.

Ïðèâåäåì âèä ãðàäèåíòà è ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâ-
ëåíèþ äëÿ òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Âåêòîð~l íàïðàâëåíèÿ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå èìååò âèä

~l = (cosα, cosβ, cos γ).

α, β, γ � óãëû, êîòîðûå îáðàçóåò âåêòîð ~l ñ îñÿìè êîîðäèíàò. Ïðîèçâîäíàÿ ïî íà-
ïðàâëåíèþ ~l îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå, êàê è íà ïëîñêîñòè, è âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

∂f(x, y, z)

∂~l
=
∂f(x, y, z)

∂x
cosα+

∂f(x, y, z)

∂y
cosβ + +

∂f(x, y, z)

∂z
cos γ.

Ãðàäèåíòîì â R3 íàçûâàåòñÿ âåêòîð

grad f(x, y, z) =

(
∂f(x, y, z)

∂x
,
∂f(x, y, z)

∂y
,
∂f(x, y, z)

∂z

)
.

12. Ýêñòðåìóìû

Ïóñòü ôóíêöèÿ z = f(x, y) îïðåäåëåíà íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå D è
M0 = (x0, y0) ∈ D. Òàê êàê D � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, òî ó òî÷êè M0 ñóùåñòâóåò
îêðåñòíîñòü Ua(M0), a > 0, êîòîðàÿ ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå D.

Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà M0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà)
ôóíêöèè f(x, y), åñëè ó íåå ñóùåñòâóåò òàêàÿ ε-îêðåñòíîñòü Uε(M0), ÷òî åñëè
M = (x, y) ∈ Uε(M0), òî

f(x, y) 6 f(x0, y0) (f(x, y) > f(x0, y0)).

Òî÷êè ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè ýêñòðåìóìà.

Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ: êàê íàõîäèòü òî÷êè ýêñòðåìóìà? Íà ýòîò âî-
ïðîñ ìîæíî îòâåòèòü àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé.

Òåîðåìà 4 (Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà). Åñëè ôóíêöèÿ f(x, y) èìååò â
òî÷êå M0 ýêñòðåìóì è ó íåå ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿä-
êà â ýòîé òî÷êå, òî

∂f(x0, y0)

∂x
= 0,

∂f(x0, y0)

∂y
= 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé

ϕ(x) = f(x, y0)

èìååò â òî÷êå x0 ýêñòðåìóì è, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé, ó íåå
ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ ϕ′(x0). Òîãäà ïî íåîáõîäèìîìó óñëîâèþ ýêñòðåìóìà äëÿ
ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé èìååì:

ϕ′(x0) =
∂f(x0, y0)

∂x
= 0.

Àíàëîãè÷íî, ðàññìàòðèâàÿ ôóíêöèþ ψ(y) = f(x0, y), ïîëó÷èì è âòîðîå óñëîâèå:

ψ′(x0) =
∂f(x0, y0)

∂y
= 0.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèìåð 13. Íàéäåì òî÷êè ýêñòðåìóìà ôóíêöèè z = x2 + y2. Ñîñòàâèì ñèñòåìó
óðàâíåíèé 

∂z

∂x
= 2x = 0,

∂z

∂y
= 2y = 0.

Èòàê, òî÷êà (0, 0) ìîæåò áûòü òî÷êîé ýêñòðåìóìà. Â äàííîì ñëó÷àå ëåãêî óáå-
äèòüñÿ, ÷òî ýòî òî÷êà ìèíèìóìà, òàê êàê

x2 + y2 > 0 = z(0, 0).

Îäíàêî íå âñåãäà òàê ïðîñòî ðåøàåòñÿ âîïðîñ, ÿâëÿåòñÿ ëè íàéäåííàÿ èç íåîá-
õîäèìûõ óñëîâèé òî÷êà åñòü òî÷êà ýêñòðåìóìà. Òàê æå êàê è â ñëó÷àå îäíîé ïå-
ðåìåííîé íàéäåííàÿ òàê òî÷êà ìîæåò è íå áûòü òî÷êîé ýêñòðåìóìà. Ñëåäóþùèé
ïðèìåð ïîêàçûâàåò ýòî.

Ïðèìåð 14. Èññëåäóåì íà ýêñòðåìóì ôóíêöèþ z = xy. Ïðèìåíèì óñëîâèÿ äëÿ
îòûñêàíèÿ òî÷åê ýêñòðåìóìà:

∂z

∂x
= y = 0,

∂z

∂y
= x = 0.

Ñèñòåìå óäîâëåòâîðÿåò òî÷êà (0, 0), íî íà ñåé ðàç îíà íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé, òàê
êàê â ïåðâîé è òðåòüåé ÷åòâåðòÿõ êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè z > 0, à âî âòîðîé è
÷åòâåðòîé � z < 0, êàê áû áëèçêî ê (0, 0) íè áûëà âûáðàíà òî÷êà (x, y).

Òàêèì îáðàçîì, ìû íóæäàåìñÿ â êàêèõ-òî äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà.
Ïóñòü òî÷êà M0 = (x0, y0) óäîâëåòâîðÿåò íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì ýêñòðåìóìà.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

A =
∂2f(x0, y0)

dx2
, B =

∂2f(x0, y0)

dxdy
, C =

∂2f(x0, y0)

dy2
.

Òåîðåìà 5 (Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà). Åñëè ôóíêöèÿ f(x, y) óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèÿì:
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1) â òî÷êå M0 = (x0, y0) ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî âòîðîãî ïî-
ðÿäêà,

2)
∂f

∂x
= 0,

∂f

∂y
= 0 â ýòîé òî÷êå.

Òîãäà ïðè óñëîâèè B2 − AC < 0 òî÷êà M0 åñòü òî÷êà ýêñòðåìóìà, ïðè÷åì
ïðè A < 0 � òî÷êà ìàêñèìóìà, à ïðè A > 0 � òî÷êà ìèíèìóìà; à ïðè óñëîâèè
B2 −AC > 0 ýêñòðåìóìà íåò.

Ïðèìåð 15. Èññëåäóåì íà ýêñòðåìóì ôóíêöèþ z = x2 + xy + y2 − 2x− y.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå íàì äàåò

∂z

∂x
= 2x+ y − 2 = 0,

∂z

∂y
= 2y + x− 1 = 0.

Ðåøåíèåì ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ òî÷êà (1, 0). Íàéäåì A, B, C

A =
∂2z

∂x2
= 2, B =

∂2z

∂x∂y
= 1, C =

∂2z

∂y2
= 2.

Ïðîâåðÿåì äîñòàòî÷íîå óñëîâèå: B2 − AC = −3 < 0, A = 2 > 0. Èç òåîðåìû
ñëåäóåò, ÷òî íàéäåííàÿ òî÷êà (1, 0) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà.
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