
Ïðèìåð 12. Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè z = xy â íàïðàâëåíèè (1, 1) â òî÷êå
M(2, 3), íàïðàâëåíèå è âåëè÷èíó ñêîðîñòè íàèáîëüøåãî âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè â
ýòîé òî÷êå.

Ðåøåíèå. Íàïðàâëåíèå è âåëè÷èíó ñêîðîñòè íàèáîëüøåãî âîçðàñòàíèÿ äàåò ãðà-
äèåíò: gradxy = (y, x) = (3, 2). Òðåáóåìîå íàïðàâëåíèå ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíè-
åì âåêòîðà (3, 2), à ñêîðîñòü âîçðàñòàíèÿ ðàâíà |gradxy| =

√
13.

×òîáû íàéòè ïðîèçâîäíóþ ïî íàïðàâëåíèþ (1, 1), íàõîäèì åäèíè÷íûé âåêòîð

ýòîãî íàïðàâëåíèÿ ~l = (1/
√

2, 1/
√

2) è óìíîæàåì íà íåãî ãðàäèåíò:

∂(xy)
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2

+
2√
2

=
5√
2
.

Ïðèâåäåì âèä ãðàäèåíòà è ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâ-
ëåíèþ äëÿ òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Âåêòîð~l íàïðàâëåíèÿ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå èìååò âèä

~l = (cosα, cosβ, cos γ).

α, β, γ � óãëû, êîòîðûå îáðàçóåò âåêòîð ~l ñ îñÿìè êîîðäèíàò. Ïðîèçâîäíàÿ ïî íà-
ïðàâëåíèþ ~l îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå, êàê è íà ïëîñêîñòè, è âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

∂f(x, y, z)

∂~l
=
∂f(x, y, z)

∂x
cosα+

∂f(x, y, z)

∂y
cosβ + +

∂f(x, y, z)

∂z
cos γ.

Ãðàäèåíòîì â R3 íàçûâàåòñÿ âåêòîð

grad f(x, y, z) =

(
∂f(x, y, z)

∂x
,
∂f(x, y, z)

∂y
,
∂f(x, y, z)

∂z

)
.

12. Ýêñòðåìóìû

Ïóñòü ôóíêöèÿ z = f(x, y) îïðåäåëåíà íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå D è
M0 = (x0, y0) ∈ D. Òàê êàê D � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, òî ó òî÷êè M0 ñóùåñòâóåò
îêðåñòíîñòü Ua(M0), a > 0, êîòîðàÿ ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå D.

Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà M0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà)
ôóíêöèè f(x, y), åñëè ó íåå ñóùåñòâóåò òàêàÿ ε-îêðåñòíîñòü Uε(M0), ÷òî åñëè
M = (x, y) ∈ Uε(M0), òî

f(x, y) 6 f(x0, y0) (f(x, y) > f(x0, y0)).

Òî÷êè ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè ýêñòðåìóìà.

Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ: êàê íàõîäèòü òî÷êè ýêñòðåìóìà? Íà ýòîò âî-
ïðîñ ìîæíî îòâåòèòü àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé.

Òåîðåìà 4 (Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà). Åñëè ôóíêöèÿ f(x, y) èìååò â
òî÷êå M0 ýêñòðåìóì è ó íåå ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿä-
êà â ýòîé òî÷êå, òî

∂f(x0, y0)

∂x
= 0,

∂f(x0, y0)

∂y
= 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé

ϕ(x) = f(x, y0)

èìååò â òî÷êå x0 ýêñòðåìóì è, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé, ó íåå
ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ ϕ′(x0). Òîãäà ïî íåîáõîäèìîìó óñëîâèþ ýêñòðåìóìà äëÿ
ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé èìååì:

ϕ′(x0) =
∂f(x0, y0)

∂x
= 0.

Àíàëîãè÷íî, ðàññìàòðèâàÿ ôóíêöèþ ψ(y) = f(x0, y), ïîëó÷èì è âòîðîå óñëîâèå:

ψ′(x0) =
∂f(x0, y0)

∂y
= 0.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèìåð 13. Íàéäåì òî÷êè ýêñòðåìóìà ôóíêöèè z = x2 + y2. Ñîñòàâèì ñèñòåìó
óðàâíåíèé 

∂z

∂x
= 2x = 0,

∂z

∂y
= 2y = 0.

Èòàê, òî÷êà (0, 0) ìîæåò áûòü òî÷êîé ýêñòðåìóìà. Â äàííîì ñëó÷àå ëåãêî óáå-
äèòüñÿ, ÷òî ýòî òî÷êà ìèíèìóìà, òàê êàê

x2 + y2 > 0 = z(0, 0).

Îäíàêî íå âñåãäà òàê ïðîñòî ðåøàåòñÿ âîïðîñ, ÿâëÿåòñÿ ëè íàéäåííàÿ èç íåîá-
õîäèìûõ óñëîâèé òî÷êà åñòü òî÷êà ýêñòðåìóìà. Òàê æå êàê è â ñëó÷àå îäíîé ïå-
ðåìåííîé íàéäåííàÿ òàê òî÷êà ìîæåò è íå áûòü òî÷êîé ýêñòðåìóìà. Ñëåäóþùèé
ïðèìåð ïîêàçûâàåò ýòî.

Ïðèìåð 14. Èññëåäóåì íà ýêñòðåìóì ôóíêöèþ z = xy. Ïðèìåíèì óñëîâèÿ äëÿ
îòûñêàíèÿ òî÷åê ýêñòðåìóìà:

∂z

∂x
= y = 0,

∂z

∂y
= x = 0.

Ñèñòåìå óäîâëåòâîðÿåò òî÷êà (0, 0), íî íà ñåé ðàç îíà íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé, òàê
êàê â ïåðâîé è òðåòüåé ÷åòâåðòÿõ êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè z > 0, à âî âòîðîé è
÷åòâåðòîé � z < 0, êàê áû áëèçêî ê (0, 0) íè áûëà âûáðàíà òî÷êà (x, y).

Òàêèì îáðàçîì, ìû íóæäàåìñÿ â êàêèõ-òî äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà.
Ïóñòü òî÷êà M0 = (x0, y0) óäîâëåòâîðÿåò íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì ýêñòðåìóìà.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

A =
∂2f(x0, y0)

dx2
, B =

∂2f(x0, y0)

dxdy
, C =

∂2f(x0, y0)

dy2
.

Òåîðåìà 5 (Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà). Åñëè ôóíêöèÿ f(x, y) óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèÿì:
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1) â òî÷êå M0 = (x0, y0) ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî âòîðîãî ïî-
ðÿäêà,

2)
∂f

∂x
= 0,

∂f

∂y
= 0 â ýòîé òî÷êå.

Òîãäà ïðè óñëîâèè B2 − AC < 0 òî÷êà M0 åñòü òî÷êà ýêñòðåìóìà, ïðè÷åì
ïðè A < 0 � òî÷êà ìàêñèìóìà, à ïðè A > 0 � òî÷êà ìèíèìóìà; à ïðè óñëîâèè
B2 −AC > 0 ýêñòðåìóìà íåò.

Ïðèìåð 15. Èññëåäóåì íà ýêñòðåìóì ôóíêöèþ z = x2 + xy + y2 − 2x− y.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå íàì äàåò

∂z

∂x
= 2x+ y − 2 = 0,

∂z

∂y
= 2y + x− 1 = 0.

Ðåøåíèåì ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ òî÷êà (1, 0). Íàéäåì A, B, C

A =
∂2z

∂x2
= 2, B =

∂2z

∂x∂y
= 1, C =

∂2z

∂y2
= 2.

Ïðîâåðÿåì äîñòàòî÷íîå óñëîâèå: B2 − AC = −3 < 0, A = 2 > 0. Èç òåîðåìû
ñëåäóåò, ÷òî íàéäåííàÿ òî÷êà (1, 0) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà.
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