
Ìîäóëü 4. Îïðåäåëåííûé èíòåãðàë

1. Ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè

Ðèñ. 1. Êðèâîëèíåéíàÿ òðàïå-
öèÿ

Ïóñòü íà îòðåçêå [a, b] çàäàíà íåïðåðûâ-
íàÿ ôóíêöèÿ f(x) > 0. Ìíîæåñòâî òî÷åê
ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííîå îñüþ Ox, ïðÿìûìè
x = a, x = b è ãðàôèêîì ôóíêöèè f(x),
áóäåì íàçûâàòü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèåé
(ðèñ. 1).

Â êóðñå ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè åñòü ôîð-
ìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäåé ïðÿìîóãîëü-
íèêîâ, òðåóãîëüíèêîâ, ìíîãîóãîëüíèêîâ è êðó-
ãîâ. Íàì ïðåäñòîèò âû÷èñëÿòü ïëîùàäè ñàìûõ
ðàçíûõ ôèãóð, äëÿ êîòîðûõ íåò çàãîòîâëåííûõ
ôîðìóë. Èçëîæèì èäåþ òàêèõ âû÷èñëåíèé.

Äëÿ ýòîãî ðàçîáúåì îòðåçîê [a, b] ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì íà n ÷àñòåé òî÷êàìè

x0 = a < x1 < x2 < · · · < xn = b.

Îáîçíà÷èì ∆xk = xk−xk−1. Âûáåðåì íà îòðåçêå [xk−1, xk] ïðîèçâîëüíî òî÷êó ξk
(ðèñ. 2) è íàéäåì ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà ñ îñíîâàíèåì ∆xk è âûñîòîé f(ξk),
îáîçíà÷àÿ åå ∆Sk:

∆Sk = f(ξk) ·∆xk.
Ïëîùàäü S âñåé êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè ïðèáëèæåííî ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé
∆Sk âñåõ òàêèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ:

S ≈ ∆S1 + . . .∆Sn =
n∑
k=1

f(ξk)∆xk. (1)

Ââèäó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f(x) îòêëîíåíèå å¼ çíà÷åíèé íà îòðåçêå
[xk−1, xk] îò f(ξk) áóäåò òåì ìåíüøå, ÷åì ìåíüøå âñå ∆xk. Çíà÷èò, òåì òî÷íåå
áóäåò äàâàòü çíà÷åíèå ïëîùàäè ôîðìóëà (1). Òàêèì îáðàçîì, åñëè îáîçíà÷èòü
λ = max

16k6n
∆xk, òî

S = lim
λ→0

n∑
k=1

f(ξk)∆xk. (2)

2. Îïðåäåëåíèå è óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îïðåäåëåí-

íîãî èíòåãðàëà

2.1. Èíòåãðàëüíàÿ ñóììà è îïðåäåëåííûé èíòåãðàë

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà îòðåçêå [a; b], a < b. Ðàçîáúåì, êàê è ïðåæ-
äå, îòðåçîê íà ÷àñòè òî÷êàìè xk, k = 0, 1, . . . , n (ðèñ. 2):

a = x0 < x1 < . . . < xk < . . . < xn = b

1



Ðèñ. 2.

è ïîëîæèì xk − xk−1 = ∆xk, k = 0, 1, . . . , n. Îáîçíà÷èì ðàçáèåíèå îòðåçêà [a, b]
òî÷êàìè xk, k = 1, . . . , n, ÷åðåç τ = {x1, . . . , xn} è λ = λ(τ) = max

16k6n
∆xk. Âåëè÷èíà

λ íàçûâàåòñÿ äèàìåòðîì ðàçáèåíèÿ. Â êàæäîì èç ÷àñòè÷íûõ îòðåçêîâ [xk−1;xk]
ïðîèçâîëüíî âûáåðåì ïî òî÷êå ξk. Äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì ξ = {ξ1, . . . , ξn} è
îáðàçóåì ñóììó:

n∑
k=1

f(ξk)∆xk = σ(τ, ξ). (3)

Ýòà ñóììà íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé ñóììîé (Ðèìàíà) ôóíêöèè f(x) íà
îòðåçêå [a; b], ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçáèåíèþ τ è íàáîðó ξ.

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî I íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì èíòåãðàëüíûõ ñóìì σ(τ, ξ)
ïðè λ→ 0, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ ÷èñëî δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàçáèå-
íèÿ τ ñ îòìå÷åííûìè òî÷êàìè ξk, äëÿ êîòîðîãî λ(τ) < δ, ñëåäóåò íåðàâåíñòâî:

|σ(τ, ξ)− I| < ε.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì íå äîëæåí çàâèñåòü íè îò ñïî-
ñîáà ðàçáèåíèÿ τ îòðåçêà [a; b], íè îò âûáîðà òî÷åê ξ.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé (ïî Ðèìàíó) íà
îòðåçêå [a; b], åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë I å¼ èíòåãðàëüíûõ ñóìì (3) íà ýòîì îòðåçêå
( lim
λ→0

σ(τ, ξ) = I). Ïðè ýòîì ÷èñëî I íàçûâàåòñÿ îïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì îò

ôóíêöèè f(x) íà îòðåçêå [a; b] è îáîçíà÷àåòñÿ:

I =

b∫
a

f(x)dx.

×èñëà a è b íàçûâàþòñÿ íèæíèì è âåðõíèì ïðåäåëàìè èíòåãðèðîâàíèÿ
ñîîòâåòñòâåííî.
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Êîãäà ìû ãîâîðèì îá îòðåçêå [a, b], ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî a < b, íî â îïðåäåëå-
íèè èíòåãðàëà ýòî íåñóùåñòâåííî. Îäíàêî, âìåñòî òîãî, ÷òîáû îòìåíÿòü íàøó äî-
ãîâîðåííîñòü î êîíöàõ îòðåçêà, îïðåäåëèì îòäåëüíî èíòåãðàë äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà
íèæíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ áîëüøå âåðõíåãî. Èòàê, åñëè a > b, òî èíòåãðàë
îò a äî b îïðåäåëÿåì ðàâåíñòâîì:

b∫
a

f(x) dx = −
a∫
b

f(x) dx.

Òåïåðü ôîðìóëó (2) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïëîùàäè êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè ìîæ-
íî çàïèñàòü â âèäå

S =

b∫
a

f(x)dx. (4)

2.2. Êëàññû èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé

Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b], òî îíà èíòåãðèðó-
åìà íà [a; b].

Òåîðåìà. Åñëè îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ f(x) â [a; b] èìååò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî
òî÷åê ðàçðûâà, òî îíà èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [a; b].

Òåîðåìà. Ìîíîòîííàÿ íà [a; b] ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà ýòîì îòðåçêå.

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ f(x) = x2 sin 2x íåïðåðûâíà íà R, ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ èíòå-
ãðèðóåìîé íà ëþáîì îòðåçêå [a; b]. Ôóíêöèÿ f(x) = sgnx ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé
íà îòðåçêå [−1; 1], òàê êàê îíà îãðàíè÷åíà è òîëüêî â îäíîé òî÷êå x = 0 èìååò
òî÷êó ðàçðûâà. Ôóíêöèÿ f(x) = 1

x ïðè x ∈ (0; 1] è f(0) = 0 íå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðè-
ðóåìîé íà îòðåçêå, ïîñêîëüêó îíà íå îãðàíè÷åíà íà [0; 1].

3. Ñâîéñòâà îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà. Òåîðåìû î ñðåä-

íåì çíà÷åíèè

3.1. Ñâîéñòâà îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà

Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ñâîéñòâà îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.
1) Èíòåãðèðóåìàÿ íà îòðåçêå ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà íà ýòîì îòðåçêå.

2)

b∫
a

dx = b− a. Â ÷àñòíîñòè,

a∫
a

f(x)dx = 0.

3) Åñëè ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà íà [a; b], òî îíà èíòåãðèðóåìà è íà ëþáîì
îòðåçêå [c; d] ⊂ [a; b].

4) Ëèíåéíîñòü èíòåãðàëà. Åñëè ôóíêöèè f(x) è g(x) èíòåãðèðóåìû íà îòðåç-
êå [a; b], λ1, λ2 � ëþáûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà, òî ôóíêöèÿ λ1f(x)± λ2g(x) òàêæå
èíòåãðèðóåìà íà [a; b], ïðè÷åì

b∫
a

λ1f(x)± λ2g(x) dx = λ1

b∫
a

f(x) dx± λ2

b∫
a

g(x) dx.
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5) Àääèòèâíîñòü èíòåãðàëà. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà [a; c] è [c; b],
òî îíà òàêæå èíòåãðèðóåìà íà [a; b], ïðè÷åì

c∫
a

f(x) dx+

b∫
c

f(x) dx =

b∫
a

f(x) dx.

6) Åñëè îáå ôóíêöèè f(x) è g(x) èíòåãðèðóåìû íà [a; b], òî è ôóíêöèÿ f(x)g(x)
èíòåãðèðóåìà íà ýòîì îòðåçêå.

7) Åñëè ôóíêöèÿ f(x), èíòåãðèðóåìàÿ íà îòðåçêå [a; b], íåîòðèöàòåëüíà
è a < b, òî

b∫
a

f(x)dx > 0.

8) Åñëè f(x) èíòåãðèðóåìà íà [a; b], òî ôóíêöèÿ |f(x)| òàêæå èíòåãðèðóåìà íà
[a; b], ïðè÷åì ∣∣∣∣∣∣

b∫
a

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣ 6
b∫
a

|f(x)|dx.

9) Åñëè îáå ôóíêöèè f(x) è g(x) èíòåãðèðóåìû íà [a; b] è ∀x ∈ [a, b],
f(x) 6 g(x) è a < b, òî

b∫
a

f(x)dx 6

b∫
a

g(x)dx.

10) Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà [a; b], a < b è íà ýòîì îòðåçêå èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî m 6 f(x) 6M , òî

m(b− a) 6

b∫
a

f(x)dx 6M(b− a).

3.2. Ôîðìóëû ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ

Òåîðåìà 1 (òåîðåìà î ñðåäíåì çíà÷åíèè). Åñëè íà [a; b] ôóíêöèè f(x) è g(x)
èíòåãðèðóåìû, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâîm 6 f(x) 6M è ôóíêöèÿ g(x) íå ìåíÿåò
çíàêà, òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî µ, ÷òî µ ∈ [m;M ] è

b∫
a

f(x)g(x)dx = µ

b∫
a

g(x)dx.

Ñëåäñòâèå. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1 è ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà
[a; b], òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà ξ ∈ (a; b), ÷òî

b∫
a

f(x)g(x)dx = f(ξ)

b∫
a

g(x)dx.
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Â ÷àñòíîñòè, åñëè g(x) = 1 íà [a; b], òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä:

b∫
a

f(x)g(x)dx = f(ξ)(b− a). (5)

Ðèñ. 3.

Åñëè f(x) > 0 íà [a; b], òî ôîðìóëà (5)
èìååò ïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë: ïëîùàäü
êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè, îãðàíè÷åííîé ãðàôè-
êîì ôóíêöèè y = f(x), ïðÿìûìè x = a,
x = b è îñüþ Ox ðàâíà ïëîùàäè ïðÿìîóãîëü-
íèêà ñ îñíîâàíèåì b − a è âûñîòîé äëèíû f(ξ)
(ðèñ. 3).

4. Èíòåãðàë ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì è ôîð-

ìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà

Ìû ââåëè îïðåäåëåííûé èíòåãðàë. Òåïåðü åñòåñòâåííî âîçíèêàþò âîïðîñû:
à) ìîæíî ëè åãî âû÷èñëÿòü, èçáåãàÿ ïðîöåäóðó, çàäàííóþ îïðåäåëåíèåì?
á) ñëó÷àéíà ëè íåêîòîðàÿ îáùíîñòü íàçâàíèé îïðåäåëåííîãî è íåîïðåäåëåííî-
ãî èíòåãðàëîâ, ñóùåñòâóåò ëè ñâÿçü ìåæäó íèìè?

Ýòîò ïàðàãðàô è ïðèçâàí äàòü îòâåòû íà ýòè âîïðîñû.

4.1. Èíòåãðàë ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé íà îòðåçêå [a; b]. Òîãäà äëÿ ëþáî-
ãî x ∈ [a; b] ýòà ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà è íà îòðåçêå [a;x]. Ñëåäîâàòåëüíî ëþáîìó

x ∈ [a; b] ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëî

x∫
a

f(t) dt. Òàêèì îáðàçîì, çàäàíà ôóíêöèÿ

Φ(x) =

x∫
a

f(t) dt.

Ýòà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäå-
ëîì .

Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b], òî ôóíêöèÿ Φ(x)
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà ýòîì îòðåçêå è

Φ′(x) = f(x),

òî åñòü åå ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà çíà÷åíèþ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè íà âåðõíåì
ïðåäåëå.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà, òî èíòåãðàë ñ ïåðåìåííûì
âåðõíèì ïðåäåëîì åñòü å¼ ïåðâîîáðàçíàÿ. Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò âàæíûé äëÿ
èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ ôàêò:

Ñëåäñòâèå. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà, òî ó íåå ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàç-
íàÿ.
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Ðèñ. 4. Èñààê Íüþòîí

4.2. Ôîðìóëà Íüþòîíà-Ëåéáíèöà

Òåîðåìà 2 (îñíîâíàÿ òåîðåìà èíòåãðàëüíîãî
èñ÷èñëåíèÿ). Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà
îòðåçêå [a; b] è ôóíêöèÿ Φ(x) ÿâëÿåòñÿ ïðîèç-
âîëüíîé å¼ ïåðâîîáðàçíîé, òî

b∫
a

f(x) dx = Φ(b)− Φ(a). (6)

Ðèñ. 5. Ãîòôðèä Ëåéáíèö

Ýòà ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé
Íüþòîíà1-Ëåéáíèöà2.

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (6) ñâîäèò âû÷èñ-
ëåíèå îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà îò íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè ê âû÷èñëåíèþ ðàçíîñòè çíà÷åíèé ëþ-
áîé åå ïåðâîîáðàçíîé íà âåðõíåì è íèæíåì ïðå-
äåëàõ èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

2∫
1

x3dx.

Ðåøåíèå.
2∫

1

x3dx =
x4

4

∣∣∣∣2
1

=
16

4
− 1

4
=

15

4
.

Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

2π∫
0

sinx dx.

Ðåøåíèå.
2π∫
0

sinx dx = − cosx
∣∣2π
0

= −(cos 2π − cos 0) = 0.

1Ñýð Èñààê Íüþòîí (1643 � 1727) � àíãëèéñêèé ôèçèê, ìàòåìàòèê, ìåõàíèê è àñòðîíîì,
îäèí èç ñîçäàòåëåé êëàññè÷åñêîé ôèçèêè. Ðàçðàáîòàë äèôôåðåíöèàëüíîå è èíòåãðàëüíîå èñ-
÷èñëåíèÿ (îäíîâðåìåííî ñ Ã. Ëåéáíèöåì è íåçàâèñèìî îò íåãî), òåîðèþ öâåòà, çàëîæèë îñíîâû
ñîâðåìåííîé ôèçè÷åñêîé îïòèêè, ñîçäàë ìíîãèå äðóãèå ìàòåìàòè÷åñêèå è ôèçè÷åñêèå òåîðèè.

2Ãîòôðèä Âèëüãåëüì Ëåéáíèö (1646 � 1716) � íåìåöêèé ôèëîñîô, ëîãèê, ìàòåìàòèê, ìå-
õàíèê, ôèçèê, þðèñò, èñòîðèê, äèïëîìàò, èçîáðåòàòåëü è ÿçûêîâåä. Â ìàòåìàòèêå, íåçàâèñèìî
îò Íüþòîíà ñîçäàë ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç � äèôôåðåíöèàëüíîå è èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèÿ,
îñíîâàííûå íà áåñêîíå÷íî ìàëûõ, ñîçäàë êîìáèíàòîðèêó êàê íàóêó, çàëîæèë îñíîâû ìàòåìà-
òè÷åñêîé ëîãèêè, îïèñàë äâîè÷íóþ ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ ñ öèôðàìè 0 è 1, íà êîòîðîé îñíîâàíà
ñîâðåìåííàÿ êîìïüþòåðíàÿ òåõíèêà.
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Ïðèìåð 3. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

1∫
0

dx

1 + x2
.

Ðåøåíèå.
1∫

0

dx

1 + x2
= arctg x

∣∣1
0

= arctg 1− arctg 0 =
π

4
.

Ïðèìåð 4. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

π
2∫

0

sinx cos2 x dx.

Ðåøåíèå.

π
2∫

0

sinx cos2 x dx = −

π
2∫

0

cos2 x d(cosx) = − cos3 x

3

∣∣∣∣π2
0

= −0 +
1

3
=

1

3
.

4.3. Çàìåíà ïåðåìåííîé

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b],
à ôóíêöèÿ x = g(t) èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ íà îòðåçêå [α;β], ïðè÷åì
g(α) = a, g(β) = b è a 6 g(t) 6 b. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

b∫
a

f(x)dx =

β∫
α

f(g(t))g′(t)dt. (7)

Ðàâåíñòâî (7) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé çàìåíû ïåðåìåííîé â îïðåäåëåí-
íîì èíòåãðàëå .

Ïîä÷åðêíåì äâà âàæíûõ ìîìåíòà. Âî-ïåðâûõ, ïðè èñïîëüçîâàíèè ôîðìóëû
çàìåíû ïåðåìåííîé (7) â èíòåãðàëå ñïðàâà ñëåäóåò íàéòè è ïîñòàâèòü íîâûå ïðå-
äåëû èíòåãðèðîâàíèÿ. Âî-âòîðûõ, â îòëè÷èå îò íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà, çäåñü
íåò íåîáõîäèìîñòè âîçâðàùàòüñÿ ê ñòàðîé ïåðåìåííîé.

Ïðèìåð 5. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

10∫
1

√
x− 1

x
dx.

Ðåøåíèå. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé: x − 1 = t2, dx = 2t dt. Îïðåäåëèì íîâûå
ïðåäåëû: x = 1 ïðè t = 0, x = 10 ïðè t = 3. Òîãäà

10∫
1

√
x− 1

x
dx =

3∫
0

2t2

t2 + 1
dt = 2

3∫
0

t2 + 1− 1

t2 + 1
dt = 2

t∣∣3
0
−

3∫
0

dt

t2 + 1

 =

= 2(3− arctg t
∣∣3
0
) = 6− 2 arctg 3.
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4.4. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì

Òåîðåìà 4. Åñëè ôóíêöèè u = u(x) è v = v(x) èìåþò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîä-
íûå íà îòðåçêå [a; b], òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà:

b∫
a

u(x)v′(x)dx = u(x)v(x)
∣∣b
a
−

b∫
a

u′(x)v(x)dx (8)

Ïðèìåð 6. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

e∫
1

x lnx dx.

Ðåøåíèå. Ïîëîæèì

∣∣∣∣ u = lnx dv = x dx

du = dx
x v = x2

2

∣∣∣∣ . Òîãäà ïî ôîðìóëå (8)
e∫

1

x lnx dx =
x2

2
lnx

∣∣∣∣e
1

−
e∫

1

x

2
dx =

e2

2
− x2

4

∣∣∣∣e
1

=
1

4
(e2 + 1).

5. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû

5.1. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ñ áåñêîíå÷íûìè ïðåäåëàìè

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà íà ïðîìåæóòêå [a; +∞) è èíòåãðèðóåìà íà

ëþáîì îòðåçêå [a; b], òàê ÷òî èíòåãðàë

b∫
a

f(x) dx èìååò ñìûñë ïðè ëþáîì êîíå÷-

íîì b > a.

Îïðåäåëåíèå. Ôîðìàëüíûé ñèìâîë

+∞∫
a

f(x) dx (9)

íàçûâàåòñÿ íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè f(x) ïî ïðîìå-
æóòêó [a,+∞).

Îïðåäåëåíèå. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
b→+∞

b∫
a

f(x) dx,

òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë (9) íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ è ýòîò ïðåäåë íàçûâà-
åòñÿ åãî çíà÷åíèåì:

+∞∫
a

f(x) dx = lim
b→+∞

b∫
a

f(x) dx.

Åñëè æå ýòîò ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò, òî íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë (9) íàçûâàåòñÿ
ðàñõîäÿùèìñÿ.
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Â ñëó÷àå ðàñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà åìó íå ïðèïèñûâàåòñÿ íè-
êàêîãî çíà÷åíèÿ.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ïî ïðîìåæóòêó (−∞, b]:

b∫
−∞

f(x) dx = lim
a→−∞

b∫
a

f(x) dx.

Åñëè ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò, òî èíòåãðàë íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ è çíà÷åíèå
åãî ðàâíî ýòîìó ïðåäåëó. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ, à ïîñëåäíåå
ðàâåíñòâî òåðÿåò ñìûñë.

Îïðåäåëåíèå. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë ïî ïðîìåæóòêó (−∞,+∞)
îò íåïðåðûâíîé íà âñåé ïðÿìîé ôóíêöèè îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

+∞∫
−∞

f(x) dx =

c∫
−∞

f(x) dx+

+∞∫
c

f(x) dx,

ãäå c � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà. Èíòåãðàë íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñõîäÿòñÿ
îáà èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè, è ðàñõîäÿùèìñÿ, åñëè ðàñõîäèòñÿ õîòÿ áû îäèí
èç äâóõ èíòåãðàëîâ â ïðàâîé ÷àñòè.

Ïðèìåð 7. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

+∞∫
1

dx

1 + x2
.

Ðåøåíèå. Ïî îïðåäåëåíèþ ïîëó÷èì

+∞∫
1

dx

1 + x2
= lim
b→+∞

b∫
1

dx

1 + x2
= lim
b→+∞

arctg x
∣∣b
1

= lim
b→+∞

(
arctg b− π

4

)
=
π

4
.

Ïðèìåð 8. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

+∞∫
−∞

dx

x2 + 2x+ 2
.

Ðåøåíèå.

+∞∫
−∞

dx

x2 + 2x+ 2
=

0∫
−∞

dx

x2 + 2x+ 2
+

+∞∫
0

dx

x2 + 2x+ 2
= lim
a→−∞

0∫
a

dx

(x+ 1)2 + 1
+

+ lim
b→+∞

b∫
0

dx

(x+ 1)2 + 1
= lim
a→−∞

arctg(x+ 1)
∣∣0
a

+ lim
b→+∞

arctg(x+ 1)
∣∣b
0

=

= lim
a→−∞

(π
4
− arctg(a+ 1)

)
+ lim
b→+∞

(
arctg(b+ 1)− π

4

)
=
π

2
+
π

2
= π.
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5.2. Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû ïî êîíå÷íîìó ïðîìåæóòêó

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà ïîëóèíòåðâàëå [a, b). Òîãäà
îíà íåïðåðûâíà íà ëþáîì îòðåçêå [a, t], a < t < b. Òî÷êó b áóäåì íàçûâàòü îñî-
áîé . Â ýòèõ óñëîâèÿõ îïðåäåëåííûé èíòåãðàë ïî îòðåçêó [a, b], âîîáùå ãîâîðÿ,
íå îïðåäåëåí. Óêàçàííûì óñëîâèÿì ìîæåò óäîâëåòâîðÿòü íåîãðàíè÷åííàÿ ôóíê-

öèÿ, íàïðèìåð, y =
1

x− b
, â òî âðåìÿ, êàê èíòåãðèðóåìàÿ íà îòðåçêå ôóíêöèÿ

îãðàíè÷åíà.

Îïðåäåëåíèå. Ôîðìàëüíûé ñèìâîë

b∫
a

f(x) dx (10)

íàçûâàåòñÿ íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè f(x) ïî ïðîìå-
æóòêó [a, b).

Îïðåäåëåíèå. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë (10) íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, åñëè
ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
t→b

t∫
a

f(x) dx, (11)

à ñàì ïðåäåë íàçûâàåòñÿ çíà÷åíèåì íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà

lim
t→b

t∫
a

f(x) dx =

b∫
a

f(x) dx.

Åñëè ïðåäåë (11) íå ñóùåñòâóåò, òî èíòåãðàë íàçûâàåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë è åãî ñõîäèìîñòü íà ïîëó-
èíòåðâàëå (a, b].

Îïðåäåëåíèå. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
t→a

b∫
t

f(x)dx =

b∫
a

f(x) dx,

òî èíòåãðàë, ñòîÿùèé â ïðàâîé ÷àñòè, íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ. Åñëè ýòîò ïðå-
äåë íå ñóùåñòâóåò, òî èíòåãðàë íàçûâàåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè c ∈ (a; b) è äëÿ ôóíêöèè f(x) ýòà òî÷êà c ÿâëÿåòñÿ îñîáîé
íà [a; c) è íà (c; b], òî ñèìâîë

b∫
a

f(x) dx

íàçûâàåòñÿ íåñîáñòâåííûì èíòåãðàëîì ñ îñîáîé òî÷êîé x = c. Ýòîò èí-
òåãðàë íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñõîäÿòñÿ èíòåãðàëû íà [a; c) è (c; b].
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Çíà÷åíèå íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà ñ îñîáîé òî÷êîé x = c îïðåäåëÿåòñÿ ðà-
âåíñòâîì

b∫
a

f(x) dx =

c∫
a

f(x) dx+

b∫
c

f(x) dx. (12)

Ïðèìåð 9. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

3∫
0

dx√
3− x

.

Ðåøåíèå. Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ f(x) =
1√

3− x
íå îãðàíè÷åíà â îêðåñò-

íîñòè òî÷êè x = 3, ïîýòîìó ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ îñîáîé. Íà ëþáîì ïðîìåæóòêå
[0; t], 0 < t < 3, ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà è, ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðèðóåìà. Ïî
îïðåäåëåíèþ

3∫
0

dx√
3− x

= lim
t→3

t∫
0

dx√
3− x

= lim
t→3

(
−2
√

3− x
)∣∣t

0
=

= lim
t→3

(
−2
√

3− t+ 2
√

3
)

= 2
√

3.

Ïðèìåð 10. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

1∫
−1

dx

x4
.

Ðåøåíèå. Âíóòðè îòðåçêà [−1; 1] ñóùåñòâóåò òî÷êà x = 0, â êîòîðîé ïîäûíòå-
ãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íå îïðåäåëåíà. Òîãäà

1∫
−1

dx

x4
=

0∫
−1

dx

x4
+

1∫
0

dx

x4
= lim
t→0−

t∫
−1

dx

x4
+ lim
s→0+

1∫
s

dx

x4
= lim
t→0−

(
− 1

3x3

∣∣∣∣t
−1

)
+

+ lim
s→0+

(
− 1

3x3

∣∣∣∣1
s

)
= lim
t→0−

(
− 1

3t3
− 1

3

)
+ lim
s→0+

(
−1

3
+

1

3s3

)
=∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, íà îòðåçêå [−1; 1] äàííûé èíòåãðàë ðàñõîäèòñÿ.

5.3. Ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ

Îñíîâíàÿ çàäà÷à ïðè èçó÷åíèè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà � îïðåäåëåíèå åãî
ñõîäèìîñòè. Åñëè óäàñòñÿ âû÷èñëèòü èíòåãðàë, òî ìû ñìîæåì îòâåòèòü è íà âî-
ïðîñ î ñõîäèìîñòè. Íî îòâåò íà âîïðîñ î ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà ìîæíî ïîëó÷èòü è
íå âû÷èñëÿÿ åãî. Ýòî îñîáåííî âàæíî òîãäà, êîãäà ïîëó÷èòü çíà÷åíèå ñõîäÿùåãî-
ñÿ èíòåãðàëà òðóäíî èëè íåâîçìîæíî. Íàïðèìåð, ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî èíòåãðàë

∞∫
1

1 + sinx

x2
dx
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ñõîäèòñÿ: ôóíêöèÿ

F (t) =

t∫
1

1 + sinx

x2
dx

âîçðàñòàåò, ïîñêîëüêó
1 + sinx

x2
> 0, è ïðè ýòîì îíà îãðàíè÷åíà ñâåðõó:

F (t) 6 2

t∫
1

dx

x2
= 2− 2

t
< 2.

Ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò lim
t→∞

F (t), ò. å. èíòåãðàë ñõîäèòñÿ.

Íî âû÷èñëèòü ýòîò èíòåãðàë íàñòîëüêî ñëîæíî, ÷òî ýòî äîñòóïíî òîëüêî
ïðîôåññèîíàëó-ìàòåìàòèêó.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ íà ñõîäèìîñòü ñóùåñòâóþò ïðè-
çíàêè ñõîäèìîñòè.

Òåîðåìà (ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ). Ïóñòü íà ïîëóïðÿìîé a 6 x < +∞ âûïîëíÿ-

åòñÿ íåðàâåíñòâî 0 6 f(x) 6 g(x). Òîãäà èç ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà

+∞∫
a

g(x) dx

âûòåêàåò ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà

+∞∫
a

f(x) dx, à èç ðàñõîäèìîñòè

+∞∫
a

f(x) dx ñëå-

äóåò ðàñõîäèìîñòü

+∞∫
a

g(x) dx.

Òåîðåìà 5. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim
x→∞

f(x)

g(x)
= K, 0 < K < ∞ (f(x),

g(x) > 0), òî èíòåãðàëû

+∞∫
a

f(x) dx è

+∞∫
a

g(x) dx ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îä-

íîâðåìåííî.

Òåîðåìà 6. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
x→+∞

f(x) · xλ = c > 0

(ò. å. f(x) ∼ c

xλ
ïðè x→ +∞ ), òî

∞∫
a

f(x) dx

ñõîäèòñÿ ïðè λ > 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè λ 6 1.

Àíàëîãè÷íûå ïðèçíàêè èìåþò ìåñòî äëÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ íà êîíå÷-
íûõ ïðîìåæóòêàõ. Íî òåîðåìà 6 ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:
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Òåîðåìà. Åñëè â èíòåãðàëå

b∫
a

f(x) dx òî÷êà b ÿâëÿåòñÿ îñîáîé è ñóùåñòâóåò

ïðåäåë
lim
x→b

f(x)(b− x)λ = c > 0

(ò. å. f(x) ∼ c

(b− x)λ
ïðè x→ b ), òî ïðè λ < 1 èíòåãðàë ñõîäèòñÿ, à ïðè λ > 1

� ðàñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 11. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà

+∞∫
1

dx

x2(1 + 2x)
.

Ðåøåíèå. Ïðè x > 1 âåðíî íåðàâåíñòâî
1

x2(1 + 2x)
<

1

x2
. Èíòåãðàë

+∞∫
1

1

x2
= − 1

x

∣∣∣∣+∞
1

= 1

ñõîäèòñÿ. Òîãäà ïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ äàííûé èíòåãðàë òàêæå ñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 12. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà

1∫
0

dx√
1− x2

.

Ðåøåíèå. Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ èìååò â òî÷êå x = 1 îñîáóþ òî÷êó. Ðàñ-

ñìîòðèì ôóíêöèþ ϕ(x) =
1√

1− x
. Èíòåãðàë

1∫
0

dx√
1− x

= lim
ε→0

1−ε∫
0

dx√
1− x

= lim
ε→0

(
−2
√

1− x
∣∣1−ε
0

)
= lim
ε→0

(−2
√
ε+ 2) = 2

ñõîäèòñÿ. È òàê êàê

lim
x→1

1√
1− x2

:
1√

1− x
= lim
x→1

√
1− x√
1− x2

= lim
x→1

1√
1 + x

=
1√
2
,

òî ïî òåîðåìå 5 èíòåãðàë

1∫
0

dx√
1− x2

òàêæå ñõîäèòñÿ.

6. Ãåîìåòðè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ îïðåäåëåííîãî èíòå-

ãðàëà

6.1. Âû÷èñëåíèå ïëîùàäè â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ

Êàê ïîêàçûâàåò ïåðâûé ïàðàãðàô è ôîðìóëà (4), åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåîòðè-
öàòåëüíà íà îòðåçêå, òî èíòåãðàë ïî ýòîìó îòðåçêó åñòü ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé
òðàïåöèè.
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Ðèñ. 6.

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî ôèãóðà, ïëîùàäü êî-
òîðîé ìû õîòèì âû÷èñëèòü, çàêëþ÷åíà ìåæ-
äó äâóìÿ êðèâûìè � ãðàôèêàìè íåïðåðûâ-
íûõ ôóíêöèé f(x) è g(x), ïðè÷åì f(x) > g(x)
(ðèñ. 6). Òîãäà èñêîìàÿ ïëîùàäü S íàõîäèòñÿ ñ
ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

S =

b∫
a

(f(x)− g(x))dx.

Ïðèìåð 13. Âû÷èñëèì ïëîùàäü, îãðàíè÷åííóþ ãðàôèêàìè ôóíêöèé y = x2 è
y =
√
x (ðèñ. 7).

Ðèñ. 7.

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà íàéäåì ëåâóþ è ïðàâóþ ãðàíèöû, îãðàíè÷åííîé ïàðàáîëàìè,
îáëàñòè. Äëÿ ýòîãî íóæíî íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ, îãðàíè÷èâàþùèõ
îáëàñòü:

x2 =
√
x.

Êîðíÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ òî÷êè x = 0 è x = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, îáëàñòü,
ïëîùàäü êîòîðîé ìû èùåì, çàêëþ÷åíà ìåæäó ïàðàáîëàìè ïðè 0 < x < 1. Çíà÷èò,

S =

1∫
0

(
√
x− x2)dx =

(
2

3
x3/2 − 1

3
x3
) ∣∣∣1

0
=

2

3
− 1

3
=

1

3
.

6.2. Âû÷èñëåíèå ïëîùàäè â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

Ïîëÿðíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ââîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà ïëîñêîñòè âû-
áèðàåì ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó O, íàçûâàåìóþ ïîëþñîì, è ëó÷, èñõîäÿùèé èç òî÷-
êè O, íàçûâàåìûé ïîëÿðíûì.

Ðèñ. 8.

×òîáû íàíåñòè òî÷êó M ñ ïîëÿðíûìè
êîîðäèíàòàìè r è ϕ, îòëîæèì óãîë ϕ îò ïî-
ëÿðû (ðèñ. 8), ïðèíèìàÿ çà ïîëîæèòåëüíîå íà-
ïðàâëåíèå � ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, ïîä ýòèì
óãëîì ïðîâåäåì ëó÷ ñ íà÷àëîì â ïîëþñå è íà
ðàññòîÿíèè r îò O íà ëó÷å íàíåñåì èñêîìóþ
òî÷êó M .
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Ïóñòü íàì íóæíî íàéòè ïëîùàäü S êðèâîëèíåéíîãî ñåêòîðà, îãðàíè÷åííîãî
ëó÷àìè ϕ = α, ϕ = β è ëèíèåé, çàäàííîé óðàâíåíèåì r = r(ϕ) (ðèñ. 9). Êàê
è â ñëó÷àå êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè, ðàçáèâàåì óãëîâîé ïðîìåæóòîê [α, β] íà
ìàëåíüêèå óãîëêè ëó÷àìè, ïðîõîäÿùèìè ïîä óãëàìè

ϕ0 = α, ϕ1, . . . , ϕn = β.

Ðèñ. 9.

Ìàëåíüêèé ñåêòîð ñ óãëîì ∆ϕk = ϕk−ϕk−1, âûðåçàííûé èç äàííîãî ñåêòîðà,
áóäåì ñ÷èòàòü êðóãîâûì ñ ðàäèóñîì r(θk), à óãîë θk âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíî

èç ïðîìåæóòêà [ϕk−1, ϕk]. Òîãäà åãî ïëîùàäü ïðèáëèæåííî ðàâíà
1

2
r2(θk)∆ϕk.

Îòñþäà íàõîäèì ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ïëîùàäè âñåãî ñåêòîðà

S ≈ 1

2

n∑
k=1

r2(θk)∆ϕk.

Â ïðåäåëå ïðè max ∆ϕk → 0 ïîëó÷èì

S =
1

2

β∫
α

r2(ϕ) dϕ.

Ðèñ. 10.

Ïðèìåð 14. Íàéäåì ïëîùàäü òðèëèñòíèêà,
îãðàíè÷åííîãî êðèâîé r = a cos 3ϕ (ðèñ. 10).

Ðåøåíèå. Ôèãóðà èìååò òðè ëåïåñòêà:

−π
6
6 ϕ 6

π

6
,

π

2
6 ϕ 6

5π

6
,

7π

6
6 ϕ 6

3π

2
.

Íà îòðåçêå [0, 2π] òîëüêî íà ýòèõ ÷àñòÿõ
cos 3ϕ > 0. Â îñòàëüíûõ òî÷êàõ îí îòðèöàòåëåí.
Íà òðåõ óêàçàííûõ îòðåçêàõ ôóíêöèÿ cos 3ϕ
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èçìåíÿåòñÿ îäèíàêîâî è êàæäûé ëåïåñòîê ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç äðóãîãî ïî-
âîðîòîì âîêðóã ïîëþñà. Çíà÷èò, ïëîùàäè ó íèõ îäèíàêîâû. Îáîçíà÷èì èñêîìóþ
ïëîùàäü ÷åðåç S. Òîãäà

S =
3a2

2

π/6∫
−π/6

cos2 3ϕdϕ =
3a2

4

π/6∫
−π/6

(1− cos 6ϕ) dϕ =
3a2

2
· π

6
=
πa2

4
.

6.3. Âû÷èñëåíèå îáúåìîâ

Ðèñ. 11.

Ïóñòü íàì òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü îáúåì òå-
ëà, êîòîðîå â ïðîñòðàíñòâå íàõîäèòñÿ ìåæäó
ïëîñêîñòÿìè x = a è x = b, a < b . Ïóñòü äëÿ
êàæäîãî x ∈ [a, b] çàäàíà ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî
ñå÷åíèÿ S(x) òåëà. Ïðè ìàëîì çíà÷åíèè ïðèðà-
ùåíèÿ dx = ∆x ÷àñòü òåëà, çàêëþ÷åííàÿ ìåæ-
äó ïëîñêîñòÿìè x = x0 è x = x0 + dx (ðèñ. 11),
ñ íåçíà÷èòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ ìîæíî ñ÷è-
òàòü öèëèíäðîì ñ ïëîùàäüþ îñíîâàíèÿ S(x0)
è âûñîòîé dx. Òîãäà îáúåì ýòîé ÷àñòè òåëà
dV = S(x0) dx. Çàìåíèì òî÷êó x0 íà ïåðåìåí-
íóþ òî÷êó x. Èòàê, â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x ýëå-
ìåíò îáúåìà ðàâåí

dV = S(x) dx.

Èíòåãðèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî ïî îòðåçêó, ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáú-
åìà

V =

b∫
a

S(x) dx. (13)

Ðèñ. 12.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè òåëî ïîëó÷åíî âðàùåíèåì
êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè, îãðàíè÷åííîé ïðÿ-
ìûìè x = a, x = b, y = 0 è ãðàôèêîì ôóíêöèè
f(x) > 0 (ðèñ. 12), òî S(x) = πf2(x) è ôîðìóëà
(13) ïðèíèìàåò âèä

V = π

b∫
a

f2(x)dx. (14)

Ïðèìåð 15. Íàéäåì îáúåì òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòüþ ïàðàáîëîèäà âðà-
ùåíèÿ y = x2 + z2 è ïëîñêîñòüþ x = 2.
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Ðåøåíèå. Òåëî îáðàçîâàíî âðàùåíèåì âîêðóã îñè x êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè,
îãðàíè÷åííîé îñüþ x, äóãîé ïàðàáîëû y = x2 è ïðÿìîé x = 2. Ïîýòîìó ïî ôîð-
ìóëå (14) ïîëó÷àåì

V = π

2∫
0

x4dx = π
x5

5

∣∣∣2
0

=
32

5
π.

6.4. Âû÷èñëåíèå äëèíû ïëîñêîé êðèâîé

Îïðåäåëåíèå. Åñëè íà [α;β] çàäàíû íåïðåðûâíûå ôóíêöèè ϕ(t) è ψ(t), òî
ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè, çàäàííîå óðàâíåíèÿìè{

x = ϕ(t)
y = ψ(t)

, t ∈ [α;β]

íàçûâàåòñÿ ïëîñêîé êðèâîé.

Îòîáðàæåíèå óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü êàê âåêòîð-ôóíêöèþ ñ äâóìÿ êîìïîíåíòà-
ìè r(t) = (ϕ(t), ψ(t)). Íàïðèìåð, îêðóæíîñòü ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ïðè îòîáðàæå-
íèè r(t) = (cos t, sin t) îòðåçêà [0; 2π].

Îïðåäåëåíèå. Åñëè ðàçíûì t ∈ (α;β) ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå òî÷êè, òî êðè-
âàÿ íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé. Òî÷êè A(ϕ(α), ψ(α)) è B(ϕ(β), ψ(β)) íàçûâàþòñÿ å¼
êîíöàìè. Åñëè A = B, òî êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé.

Êðèâóþ áóäåì îáîçíà÷àòü áóêâîé L.

Îïðåäåëåíèå. Êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé, åñëè ôóíêöèÿ r(t) íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìà, òî åñòü íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû ϕ(t) è ψ(t), è

|r′(t)| =
√
ϕ′2(t) + ψ′2(t) 6= 0.

Îïðåäåëèì, ÷òî òàêîå äëèíà êðèâîé. Â øêîëå ïðèõîäèëîñü îïðåäåëÿòü äëèíó
îêðóæíîñòè. Äëÿ ýòîãî â îêðóæíîñòü âïèñûâàëè ïðàâèëüíûå ìíîãîóãîëüíèêè,
ïîñêîëüêó ïåðèìåòð ìíîãîóãîëüíèêà ëåãêî âû÷èñëèòü. Çàòåì, óâåëè÷èâàÿ ÷èñëî
ñòîðîí, ïðèáëèæàëè îêðóæíîñòü ëîìàíîé ëèíèåé. Ïðàâèëüíîñòü ìíîãîóãîëüíèêà
òðåáîâàëàñü ëèøü äëÿ ïðîñòîòû.

Ïîéäåì òåì æå ïóòåì äëÿ ïðîèçâîëüíîé êðèâîé L, çàäàííîé ôóíêöèÿìè ϕ(t)
è ψ(t), îïðåäåëåííûìè íà [α;β]. ×òîáû ïîëó÷èòü âåðøèíû ëîìàíîé, ëåæàùèå íà
êðèâîé âûáåðåì ðàçáèåíèå τ îòðåçêà [α;β] òî÷êàìè

α = t0 < t1 < t2 < . . . < tn = β.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A = M0,M1, . . . ,Mn = B ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè êðèâîé L,
ãäå Mi = M(ϕ(ti), ψ(ti)). Ñîåäèíèì äâå ñîñåäíèå òî÷êè Mi−1 è Mi õîðäàìè,
i = 1, 2, . . . , n, òåì ñàìûì ïîëó÷èì ëîìàíóþ M0M1 . . .Mn, âïèñàííóþ â êðèâóþ

AB. Ïóñòü ∆li � äëèíà õîðäûMi−1Mi, òîãäà äëèíà ëîìàíîé ðàâíà l(Mi) =
n∑
i=1

∆li.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç λ(τ) = max
16i6n

∆li

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî l íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì äëèí ëîìàíûõ l(Mi) ïðè
λ(τ)→ 0, åñëè ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ τ îòðåçêà [α;β], ó
êîòîðîãî λ(τ) < δ, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 0 6 l − l(Mi) < ε.
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Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë äëèí ëîìàíûõ ïðè λ(τ)→ 0, òî êðèâàÿ L íàçûâàåòñÿ
ñïðÿìëÿåìîé, à ÷èñëî l íàçûâàåòñÿ äëèíîé êðèâîé L.

Äðóãèìè ñëîâàìè, äëèíîé êðèâîé íàçûâàåòñÿ ïðåäåë äëèíû ëîìàíîé, âïèñàí-
íîé â ýòó êðèâóþ, ïðè ñòðåìëåíèè ê 0 äëèíû íàèáîëüøåãî åå çâåíà.

Ðèñ. 13.

×òîáû íàéòè äëèíó ãëàäêîé êðèâîé, âû-
÷èñëèì äëèíó çâåíà ëîìàíîé, âïèñàííîé â ýòó
êðèâóþ (ðèñ. 13). Îíà ðàâíà

√
(∆x)2 + (∆y)2.

À âåëè÷èíû ∆x è ∆y ìû ìîæåì ïðèáëè-
çèòåëüíî ïðåäñòàâèòü êàê äèôôåðåíöèàëû
∆x ≈ dx = ϕ′(t)dt è ∆y ≈ dx = ψ′(t)dt.

Åñëè äëèíà êðèâîé ñóùåñòâóåò, òî äëèíà
çâåíà ëîìàíîé è äëèíà ÷àñòè êðèâîé, ñòÿãè-
âàåìîé ýòèì çâåíîì, îòëè÷àþòñÿ íà áåñêîíå÷-
íî ìàëóþ âåëè÷èíó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç dl äëèíó
ýòîé ÷àñòè êðèâîé. Çíà÷èò, ìû ìîæåì íàïèñàòü
ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî

dl =
√

(ϕ′(t)dt)2 + (ψ′(t)dt)2 =
√
ϕ′2(t) + ψ′2(t) dt.

Èíòåãðèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî ïî îòðåçêó [α;β], ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ
äëèíû äóãè ãëàäêîé êðèâîé

l =

β∫
α

√
ϕ′2(t) + ψ′2(t) dt. (15)

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà êðèâàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðàôèê íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè f(x), ðîëü ïàðàìåòðà t èãðàåò àðãóìåíò ôóíêöèè. Ïî-
ýòîìó ðàâåíñòâà {

x = x,
y = f(x)

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ñëåäîâàòåëüíî
ôîðìóëà (15) â ýòîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä

l =

b∫
a

√
1 + f ′2(x)dx (16)

Ýòî ôîðìóëà äëèíû êðèâîé, çàäàííîé â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ.
Ïóñòü êðèâàÿ çàäàíà â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèåì

r = r(ϕ), α 6 ϕ 6 β.

Â ýòîì ñëó÷àå ðîëü ïàðàìåòðà t èãðàåò óãëîâàÿ êîîðäèíàòà ϕ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ
ïàðàìåòðè÷åñêîãî çàäàíèÿ êðèâîé íóæíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëû ïåðåõîäà îò ïî-
ëÿðíûõ êîîðäèíàò ê äåêàðòîâûì:{

x = r cosϕ,
y = r sinϕ.

18



Ó÷èòûâàÿ çàâèñèìîñòü êîîðäèíàòû r îò ϕ èç óðàâíåíèÿ êðèâîé, ïîëó÷èì ïàðà-
ìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ êðèâîé{

x = r(ϕ) cosϕ,
y = r(ϕ) sinϕ.

Íàéäåì x′ è y′:
x′ = r′(ϕ) cosϕ− r(ϕ) sinϕ,
y′ = r′(ϕ) sinϕ+ r(ϕ) cosϕ.

Òîãäà x′2+y′2 = r′2(ϕ)+r2(ϕ). Òåïåðü ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ äëèíû
äóãè êðèâîé, çàäàííîé â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

l =

β∫
α

√
r′2(ϕ) + r2(ϕ)dϕ. (17)

Ïðèìåð 16. Íàéòè äëèíó êðèâîé y = ln cosx, 0 6 x 6 π/6.

Ðåøåíèå. Èç óðàâíåíèÿ êðèâîé íàõîäèì y′ = − tg x, òîãäà ïî ôîðìóëå (16) èìååì

l =

π
6∫

0

√
1 + tg2 x dx =

π
6∫

0

dx

cosx
=

π
6∫

0

cosx

cos2 x
dx =

π
6∫

0

d sinx

1− sin2 x
=

= −1

2
ln

∣∣∣∣ sinx− 1

sinx+ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣π6
0

= ln
√

3.

Ïðèìåð 17. Íàéòè äëèíó àñòðîèäû x = a cos3 t, y = a sin3 t (ðèñ. 14).

Ðèñ. 14. Àñòðîèäà x = a cos3 t, y = a sin3 t

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó àñòðîèäà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ îñåé,
òî âû÷èñëèì ñíà÷àëà äëèíó ÷åòâåðòîé ÷àñòè êðèâîé, ëåæàùåé â ïåðâîì îê-
òàíòå (â ýòîì ñëó÷àå t áóäåò èçìåíÿòüñÿ â ïðåäåëàõ îò 0 äî π/2). Íàõîäèì
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x′ = −3a cos2 t sin t, y′ = 3a sin2 t cos t, òîãäà ïî ôîðìóëå (15) èìååì

1

4
l =

π
2∫

0

√
9a2 cos4 t sin2 t+ 9a2 sin4 t cos2 t dt = 3a

π
2∫

0

cos t sin t dt =

= 3a
sin2 t

2

∣∣∣∣
π
2

0

=
3a

2
.

Ñëåäîâàòåëüíî äëèíà âñåé êðèâîé l = 6a.

Ïðèìåð 18. Íàéòè äëèíó êàðäèîèäû r = a(1 + cosϕ) (ðèñ. 15).

Ðèñ. 15. Êàðäèîèäà r = a(1 + cosϕ)

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ cosϕ ÷åòíàÿ, òî êàðäèîèäà ñèììåòðè÷íà îòíîñè-
òåëüíî ïîëÿðíîé îñè. Ïîýòîìó âû÷èñëèì ñíà÷àëà ïîëîâèíó äëèíû êðèâîé, t áóäåò
èçìåíÿòüñÿ â ïðåäåëàõ îò 0 äî π. Íàõîäèì r′ = −a sinϕ, òîãäà ïî ôîðìóëå (15)
èìååì

1

2
l =

π∫
0

√
a2(1 + cosϕ)2 + a2 sin2 ϕdϕ = a

π∫
0

√
2 + 2 cosϕdϕ =

= 2a

π∫
0

cos
ϕ

2
dϕ = 4a sin

ϕ

2

∣∣∣π
0

= 4a.

Òîãäà äëèíà âñåé êðèâîé l = 8a.
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