
Ìîäóëü 7. Ðÿäû

1. ×èñëîâûå ðÿäû

1.1. Îïðåäåëåíèÿ. Ñâîéñòâà ÷èñëîâûõ ðÿäîâ

Ïóñòü çàäàíà ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

a1, a2, . . .

Âïðåäü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóäåì îáîçíà÷àòü êðóãëûìè ñêîáêàìè: (an).

Îïðåäåëåíèå. Ôîðìàëüíûé ñèìâîë

a1 + a2 + . . . =
∞∑
n=1

an (1)

íàçûâàåòñÿ ÷èñëîâûì ðÿäîì. Ïðè ýòîì âåëè÷èíà an íàçûâàåòñÿ n-ì ÷ëåíîì

ðÿäà, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) îáùèì ÷ëåíîì ðÿäà.

Ñèìâîë (1) ïîêà íå èìååò íèêàêîãî ñìûñëà. Íåëüçÿ æå, â ñàìîì äåëå, ïîäðà-
çóìåâàòü, ÷òî ìû áóäåì ñêëàäûâàòü áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñëàãàåìûõ. ×òîáû
íàäåëèòü åãî ñìûñëîì, îáðàçóåì íîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü:

S1 = a1, S2 = a1 + a2, . . . , Sn = a1 + . . .+ an, . . . . (2)

Îïðåäåëåíèå. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (2) ñõîäèòñÿ, òî ðÿä (1) íàçûâàåòñÿ
ñõîäÿùèìñÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îí íàçûâàåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ. Âåëè÷èíà Sn
íàçûâàåòñÿ n-îé ÷àñòíîé ñóììîé ðÿäà, à ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòíûõ
ñóìì � ñóììîé ðÿäà, ê êîòîðîé ñõîäèòñÿ ðÿä.

Åñëè ñóììó ðÿäà îáîçíà÷èì ÷åðåç S, òî ôàêò ñõîäèìîñòè ðÿäà ê ñóììå S
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

∞∑
n=1

an = S.

Ïðèìåð. Ðÿä, êîòîðûé ìû ñåé÷àñ ðàññìîòðèì, áóäåò èãðàòü âàæíóþ ðîëü:

∞∑
n=1

qn−1. (3)

Âñþäó â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü åãî ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé .
Âû÷èñëèì åãî ÷àñòíûå ñóììû ïðè q 6= 1:

Sn = 1 + q + . . .+ qn−1 =
qn − 1

q − 1
.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòíûõ ñóìì ñõîäèòñÿ ïðè |q| < 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè |q| > 1.
Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè |q| < 1 è

∞∑
n=1

qn−1 =
1

1− q
.
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Ïðè |q| > 1 ðÿä ðàñõîäèòñÿ, òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (Sn) ðàñõîäèòñÿ. Åñëè
q = 1, òî ïîëó÷àåòñÿ ðÿä

1 + 1 + . . . ,

êîòîðûé ðàñõîäèòñÿ è íîñèò íàçâàíèå äóðíàÿ áåñêîíå÷íîñòü.
Åñëè q = −1, òî ÷àñòíûå ñóììû ðÿäà ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 0 è 1. Ðàçóìååòñÿ,

òàêîé ðÿä ðàñõîäèòñÿ.
Èòàê, ðÿä (3) ñõîäèòñÿ ïðè |q| < 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè |q| > 1.

Ïðèìåð. Äîêàæåì ñõîäèìîñòü ðÿäà

∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
.

Òàê êàê
1

n(n+ 1)
=

1

n
− 1

n+ 1
, òî

Sn =
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ . . .+

1

n(n+ 1)
= 1− 1

2
+

1

2
− 1

3
+ . . .+

1

n
− 1

n+ 1
= 1− 1

n+ 1
.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ è

∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
= 1.

Îòìåòèì îñíîâíûå ñâîéñòâà ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ.

1) Åñëè îòáðîñèòü êîíå÷íîå ÷èñëî ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðÿäà èëè äîáàâèòü â êà÷åñòâå
ïåðâûõ ÷ëåíîâ êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ, òî ñõîäèìîñòü ðÿäà íå èçìåíèòñÿ,
òî åñòü, åñëè ðÿä áûë ñõîäÿùèìñÿ, òî îí îñòàíåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, à åñëè
ðàñõîäèëñÿ, òî è èñïðàâëåííûé ðÿä áóäåò ðàñõîäèòñÿ.

2) Ðÿä, îáðàçîâàííûé ñëîæåíèåì îäíîèìåííûõ ÷ëåíîâ ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ, íà-
çûâàåìûé ñóììîé ðÿäîâ , òàêæå ñõîäèòñÿ, ïðè÷åì ñóììà åãî åñòü ñóììà
ñóìì ñëàãàåìûõ ðÿäîâ, òî åñòü, åñëè

∞∑
n=1

an = A,
∞∑
n=1

bn = B, òî

∞∑
n=1

(an + bn) = A+B.

3) Åñëè ÷ëåíû ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà óìíîæèòü íà îäíî è òî æå ÷èñëî c, òî ïî-
ëó÷èì îïÿòü ñõîäÿùèéñÿ ðÿä, ïðè÷åì, åñëè ñóììà ðÿäà áûëà ðàâíà S, òî
ñóììà íîâîãî ðÿäà ðàâíà cS, òî åñòü,

åñëè

∞∑
n=1

an = S, òî

∞∑
n=1

can = cS.

4) Åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ÷àñòíûõ ñóìì îãðàíè÷åíà.

Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî ñëåäóåò èç ñâîéñòâ ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
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1.2. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà. Ãàðìîíè÷åñêèé ðÿä

Òåîðåìà. Åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ, òî îáùèé ÷ëåí ðÿäà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü îáùèé ÷ëåí ðÿäà (an), à åãî ÷àñòíàÿ ñóììà Sn. Òîãäà

an = Sn − Sn−1.

Òàê êàê ðÿä ñõîäèòñÿ, òî
lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

Sn−1.

Ñëåäîâàòåëüíî,
lim
n→∞

an = 0

è òåîðåìà äîêàçàíà.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ýòî íåîáõîäèìîå óñëîâèå . Òî åñòü, îíî âûïîë-
íÿåòñÿ çàâåäîìî, åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ, íî ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ è äëÿ ðàñõîäÿùèõñÿ
ðÿäîâ. À çíà÷èò, íåëüçÿ äåëàòü âûâîä î ñõîäèìîñòè ðÿäà èç óñëîâèÿ an → 0.

Ïðèìåðîì ðÿäà, ó êîòîðîãî an → 0, íî ðÿä ðàñõîäèòñÿ, ñëóæèò ãàðìîíè÷å-

ñêèé ðÿä. Òàê íàçûâàþò ðÿä
∞∑
n=1

1

n
.

Î÷åâèäíî, ÷òî åãî îáùèé ÷ëåí ñòðåìèòñÿ ê 0. Äîêàæåì, ÷òî ýòîò ðÿä ðàñõîäèòñÿ.
Îáîçíà÷àÿ, êàê îáû÷íî, åãî ÷àñòíûå ñóììû ÷åðåç Sn, ðàññìîòðèì ðàçíîñòü S2n−
Sn:

S2n − Sn =
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ . . .+

1

2n
. (4)

Â ýòîé ñóììå n ñëàãàåìûõ è êàæäîå íå ìåíüøå, ÷åì 1/(2n). Ïîýòîìó

S2n − Sn > n · 1

2n
=

1

2
.

×àñòíóþ ñóììó ñ íîìåðîì n = 2k ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå

S2k = S1 + (S2 − S1) + (S22 − S2) + . . .+ (S2k − S2k−1).

Ê êàæäîé ðàçíîñòè â ýòîé ñóììå ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî (4) ñ n = 2k è ïîëó÷èì

S2k >
k

2
.

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ÷àñòíûå ñóììû ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà îáðàçóþò
íåîãðàíè÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Åñëè áû ðÿä ñõîäèëñÿ, òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü åãî ÷àñòíûõ ñóìì áûëà áû îãðàíè÷åíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

1.3. Ïðèçíàêè ñðàâíåíèÿ äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ðÿäîâ

Ïîëîæèòåëüíûìè íàçûâàþò ðÿäû , ó êîòîðûõ ÷ëåíû ðÿäà ïîëîæèòåëü-
íû. Îíè íàèáîëåå ïðîñòû ïðè èññëåäîâàíèè íà ñõîäèìîñòü. Ýòà ïðîñòîòà îáúÿñ-
íÿåòñÿ òåì, ÷òî ÷àñòíûå ñóììû ïîëîæèòåëüíîãî ðÿäà îáðàçóþò âîçðàñòàþùóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, äëÿ ñõîäèìîñòè êîòîðîé åñòü î÷åíü ïðîñòîé ïðèçíàê:

Åñëè âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà, òî îíà ñõîäèòñÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî,
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Ëåììà. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòíûõ ñóìì ïîëîæèòåëüíîãî ðÿäà îãðà-
íè÷åíà, òî ðÿä ñõîäèòñÿ.

Íà ýòîì óòâåðæäåíèè îñíîâàíû äâà çàìå÷àòåëüíûõ ïðèçíàêà ñõîäèìîñòè ïî-
ëîæèòåëüíûõ ðÿäîâ, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ïðèçíàêàìè ñðàâíåíèÿ .

Ïóñòü èìååòñÿ äâà ïîëîæèòåëüíûõ ðÿäà:

∞∑
n=1

an (∗) è

∞∑
n=1

bn (∗∗)

Òåîðåìà 1. Åñëè ðÿä (∗∗) ñõîäèòñÿ è äëÿ âñåõ n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

an 6 bn, (5)

òî ðÿä (∗) òàêæå ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü An � ÷àñòíûå ñóììû ðÿäà (∗) è Bn � ÷àñòíûå ñóììû
ðÿäà (∗∗). Òàê êàê âòîðîé èç ýòèõ ðÿäîâ ñõîäèòñÿ, òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî C,
÷òî äëÿ âñåõ n âåðíî íåðàâåíñòâî Bn 6 C. Òîãäà

An 6 Bn 6 C.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ÷àñòíûå ñóììû An îãðàíè÷åíû, à ñîîòâåòñòâóþùèé ðÿä ñõîäèòñÿ.

Çàìå÷àíèå. Çàìåòèì, ÷òî, áëàãîäàðÿ ïåðâîìó ñâîéñòâó ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ, äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû íåðàâåíñòâî (5) âûïîëíÿëîñü, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà. Äåé-
ñòâèòåëüíî, âåäü â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì îòáðîñèòü êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ ðÿäîâ
è ïîëó÷èì ðÿäû, êîòîðûå ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî ñ èñõîäíûìè
ðÿäàìè.

Ïðèìåð. Ïîêàæåì ÷òî ðÿä
∞∑
n=1

1

n2
(6)

ñõîäèòñÿ. Íà ñòðàíèöå 2 áûëî äîêàçàíî, ÷òî ðÿä

∞∑
n=1

1

n(n+ 1)

ñõîäèòñÿ. Äëÿ ëþáîãî n > 1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:

1

(n+ 1)2
<

1

n(n+ 1)
.

Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑
n=1

1

(n+ 1)2
, íî îí ïîëó÷àåòñÿ èç

ðÿäà (6) îòáðàñûâàíèåì ïåðâîãî ÷ëåíà, à ýòè ðÿäû ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îä-
íîâðåìåííî. Ñëåäîâàòåëüíî ðÿä (6) ñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà 2. Åñëè ñóùåñòâóåò îòëè÷íûé îò 0 ïðåäåë

lim
n→∞

an
bn

= c, (7)

òî äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà (∗) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñõîäèëñÿ ðÿä (∗∗).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ðÿä ñ ÷ëåíàìè an ñõîäèòñÿ è
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (7). Âûáåðåì ε > 0 òàê, ÷òîáû c − ε > 0. Òîãäà, íà÷èíàÿ ñ
íåêîòîðîãî íîìåðà, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

an
bn

> c− ε, an > (c− ε)bn.

Èç ïðåäûäóùåé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ðÿä

∞∑
n=1

(c− ε)bn

ñõîäèòñÿ. À òîãäà, ïî âòîðîìó ñâîéñòâó ðÿäîâ, ñõîäèòñÿ è ðÿä

∞∑
n=1

bn =

∞∑
n=1

1

c− ε
(c− ε)bn.

Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà. Äîñòàòî÷íîñòü äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ðÿä
∞∑
n=1

ln

(
1 +

1

n

)
.

Çàìåòèì, ÷òî îáùèé ÷ëåí ðÿäà åñòü âåëè÷èíà áåñêîíå÷íî ìàëàÿ. Íàì èçâåñòíî,
÷òî îíà ýêâèâàëåíòíà áåñêîíå÷íî ìàëîé 1/n, òî åñòü

lim
n→∞

ln(1 + 1/n)

1/n
= 1.

Ââèäó ðàñõîäèìîñòè ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà è òåîðåìû 2 äàííûé ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

1.4. Ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè Äàëàìáåðà è Êîøè

Ðèñ. 1. Æàí Äàëàìáåð

Ïóñòü äàí ðÿä ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè

∞∑
n=1

an. (8)

Òåîðåìà (Ïðèçíàê Äàëàìáåðà1). Åñëè ñóùå-
ñòâóåò ïðåäåë

lim
n→∞

an+1

an
= q,

òî ïðè q < 1 ðÿä (8) ñõîäèòñÿ,

ïðè q > 1 � ðàñõîäèòñÿ,

à ïðè q = 1 îäíîçíà÷íîãî îòâåòà íåò.

1Æàí Ëåðîí Äàëàìáåð (1717 � 1783) � ôðàíöóçñêèé ó÷¼íûé-ýíöèêëîïåäèñò, ôèëîñîô, ìà-
òåìàòèê è ìåõàíèê.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü q < 1. Òîãäà ìîæíî íàéòè òàêîå ÷èñëî ρ, ÷òî q < ρ < 1.
Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ñóùåñòâóåò íîìåð N , íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî áóäåò âûïîë-
íÿòüñÿ íåðàâåíñòâî an+1 < ρan. Òî åñòü,

aN+1 < ρaN , aN+2 < ρ2aN , . . . , aN+m < ρmaN , . . . .

Íî ðÿä
∞∑
m=1

ρmaN

ïîëó÷àåòñÿ èç ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè óìíîæåíèåì íà ÷èñëî, à çíà÷èò, â ñèëó
ñâîéñòâ ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ, ñõîäèòñÿ. Èç òåîðåìû ñðàâíåíèÿ 1 ñëåäóåò ñõîäèìîñòü
ðÿäà.

Åñëè q > 1, òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
an+1 > an, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî îáùèé ÷ëåí ðÿäà íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Çíà÷èò,
ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Åñëè q = 1, òî îäíîçíà÷íîãî îòâåòà íåò, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ïðèìåðîì. Âîò
äâà ðÿäà:

∞∑
n=1

1

n
,

∞∑
n=1

1

n2
.

Íàì óæå èçâåñòíî, ÷òî ïåðâûé èç íèõ ðàñõîäèòñÿ, à âòîðîé ñõîäèòñÿ, îäíàêî â
îáîèõ ñëó÷àÿõ q = 1:

lim
n→∞

n

n+ 1
= lim
n→∞

n2

(n+ 1)2
= 1.

Ïðèìåð 1. Èññëåäóåì ñ ïîìîùüþ ïðèçíàêà Äàëàìáåðà ðÿä

∞∑
n=1

n2en

n!
.

Ðåøåíèå. Âû÷èñëèì ïðåäåë

lim
n→∞

(n+ 1)2en+1n!

n2en(n+ 1)!
= lim
n→∞

(
1 +

1

n

)2
e

n+ 1
= 0.

Â íàøåì ñëó÷àå q = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä ñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà (Ïðèçíàê Êîøè). Åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
n→∞

n
√
an = q,

òî ïðè q < 1 ðÿä (8) ñõîäèòñÿ, ïðè q > 1 ðàñõîäèòñÿ è ïðè q = 1 íåò îäíîçíà÷-
íîãî îòâåòà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü q < 1. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî ρ, ÷òî q < ρ < 1.
Äëÿ ýòîãî ρ ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî N , ÷òî åñëè n > N , òî

n
√
an 6 ρ, an 6 ρn.

À òàê êàê ρ < 1, òî ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ñ òàêèì çíàìåíàòåëåì ñõîäèòñÿ.
Ïî òåîðåìå ñðàâíåíèÿ ñõîäèòñÿ è íàø ðÿä.
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Ïðèìåð 2. Èññëåäóåì íà ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=1

n2(
2 + 1

n

)n .
Ðåøåíèå. Âû÷èñëèì ïðåäåë

lim
n→∞

n

√
n2(

2 + 1
n

)n = lim
n→∞

n2/n

2
(
1 + 1

2n

) =
1

2
< 1.

Ïðèçíàê Êîøè ïîêàçûâàåò, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ.

Åñëè ÷ëåíû ðÿäà îáëàäàþò äîïîëíèòåëüíûì ñâîéñòâîì ìîíîòîííîñòè, òî åñòü
an > an+1, òî â î÷åíü ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìîæåò ïîìî÷ü çàìå÷àòåëüíûé ïðèçíàê,
êîòîðûé íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíûì .

Òåîðåìà (Èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê Êîøè). Åñëè îáùèé ÷ëåí ðÿäà

∞∑
n=1

an óáûâà-

åò, òî åñòü an > an+1, à ôóíêöèÿ f(x), íåïðåðûâíàÿ ïðè x > 1, òàêîâà, ÷òî
f(n) = an è ìîíîòîííà, è ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
t→∞

t∫
1

f(x)dx = A,

òî äàííûé ðÿä ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè f(x) äëÿ ëþáîãî n ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

an 6

n+1∫
n

f(x)dx.

Ñëîæèâ ýòè íåðàâåíñòâà äëÿ n = 1, 2, . . . , N , ïîëó÷èì

SN 6
N∑
n=1

n+1∫
n

f(x)dx =

N+1∫
1

f(x)dx 6 A,

òî åñòü ÷àñòíûå ñóììû ðÿäà îãðàíè÷åíû. Çíà÷èò, ðÿä ñõîäèòñÿ.

Ïðèìåð 3. Èññëåäóåì ïðè ïîìîùè èíòåãðàëüíîãî ïðèçíàêà íà ñõîäèìîñòü ðÿä

∞∑
n=1

1

ns
.

Ðåøåíèå. Äëÿ ýòîãî ðÿäà ôóíêöèÿ f(x) =
1

xs
. Âû÷èñëèì èíòåãðàë, ñ÷èòàÿ s 6= 1,

t∫
1

1

xs
dx =

1

s− 1
− t1−s

s− 1
.
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Èç ïðàâîé ÷àñòè âèäíî, ÷òî ïðè s > 1 ïðåäåë èíòåãðàëà ðàâåí 1/(s − 1), à ïðè
s < 1 èíòåãðàë ñòðåìèòñÿ ê +∞. Ïðè s = 1 äàííûé ðÿä ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêèì
è ïîòîìó ðàñõîäèòñÿ. Â ñèëó ïîñëåäíåé òåîðåìû îí ðàñõîäèòñÿ è ïðè s < 1, à ïðè
s > 1 ñõîäèòñÿ.

Èòàê, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ðÿä

∞∑
n=1

1

ns
.

ðàñõîäèòñÿ ïðè s 6 1 è ñõîäèòñÿ ïðè s > 1.

1.5. Çíàêî÷åðåäóþùèåñÿ ðÿäû. Òåîðåìà Ëåéáíèöà

Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Ðÿä

∞∑
n=1

(−1)n−1an (9)

íàçûâàåòñÿ çíàêî÷åðåäóþùèìñÿ.

Òåîðåìà (Ëåéáíèö). Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) ìîíîòîííà è ñòðåìèòñÿ
ê 0, òî ðÿä (9) ñõîäèòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×àñòíóþ ñóììó ñ ÷åòíûì íîìåðîì ïðåäñòàâèì ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

S2n = (a1 − a2) + (a3 − a4) + . . .+ (a2n−1 − a2n).

Ïî óñëîâèþ êàæäàÿ ñêîáêà íåîòðèöàòåëüíà. Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷åò-
íûõ ÷àñòíûõ ñóìì âîçðàñòàåò. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòíûõ ñóìì ñ íå÷åòíûìè
íîìåðàìè ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàê

S2n−1 = a1 − (a2 − a3)− (a4 − a5)− . . .− (a2n−2 − a2n−1).

Çäåñü òàêæå ðàçíîñòè, ñòîÿùèå â ñêîáêàõ íåîòðèöàòåëüíû, íî îíè âû÷èòàþòñÿ.
Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå÷åòíûõ ñóìì óáûâàåò. À òàê êàê

S2n−1 = S2n−2 + a2n−1, (10)

òî S2n−1 > S2n−2. Ïóñòü òåïåðü m è n � äâà ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëà,
íàïðèìåð, m < n. Òîãäà âåðíà öåïî÷êà íåðàâåíñòâ

S2m 6 S2n 6 S2n+1 6 S2m−1,

÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ ÷åòíàÿ ñóììà íå áîëüøå ëþáîé íå÷åòíîé. È åùå îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî íå÷åòíûå ñóììû îãðàíè÷åíû ñíèçó ëþáîé ÷åòíîé ñóììîé, à ÷åòíûå
îãðàíè÷åíû ñâåðõó ëþáîé íå÷åòíîé. Çíà÷èò îáå ìîíîòîííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
èìåþò ïðåäåë. Ïóñòü ïðåäåë ÷åòíûõ ñóìì ðàâåí S. Òîãäà, ââèäó ðàâåíñòâà (10),
òàêîé æå ïðåäåë èìåþò è íå÷åòíûå ñóììû. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ,
òàê êàê

|S − Sn| 6 S2k+1 − S2k,

ãäå k � öåëàÿ ÷àñòü n/2. Ðàçíîñòü â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ïðèìåð 4. Çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ ðÿä

∞∑
n=1

(−1)n−1

ns

ñõîäèòñÿ ïî òåîðåìà Ëåéáíèöà ïðè s > 0, òàê êàê n−s ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê
íóëþ.

1.6. Ðÿäû ñ ïðîèçâîëüíûìè ÷ëåíàìè

Òåïåðü ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷ëåíû ÷èñëîâîãî ðÿäà

∞∑
n=1

un (11)

èìåþò ïðîèçâîëüíûå çíàêè.

Îïðåäåëåíèå. Ðÿä (11) íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèìñÿ, åñëè îí ñõî-
äèòñÿ è ñõîäèòñÿ ðÿä

∞∑
n=1

|un| (12)

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî èç ñõîäèìîñòè òîëüêî ðÿäà (12) ñëåäóåò àáñî-
ëþòíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà (11).

Îïðåäåëåíèå. Ðÿä (11) íàçûâàåòñÿ óñëîâíî ñõîäÿùèìñÿ, åñëè îí ñõîäèòñÿ,
à ðÿä (12) ðàñõîäèòñÿ.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäîâ ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ïðèçíà-
êàìè ñõîäèìîñòè ïîëîæèòåëüíûõ ðÿäîâ, òàê êàê òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ ðÿä, ñîñòàâ-
ëåííûé èç àáñîëþòíûõ âåëè÷èí. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ æå óñëîâíîé ñõîäèìîñòè ó
íàñ èìååòñÿ ëèáî âîçìîæíîñòü íåïîñðåäñòâåííîãî äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ
ïðåäåëà ÷àñòíûõ ñóìì, ëèáî, åñëè ðÿä çíàêî÷åðåäóþùèéñÿ � òåîðåìà Ëåéáíèöà.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ðÿä
∞∑
n=1

(−1)n−1

ns
,

Íàéäåì îáëàñòè óñëîâíîé è àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè. Ðÿä èç àáñîëþòíûõ âåëè÷èí
åãî ÷ëåíîâ � ýòî ðÿä, ðàññìîòðåííûé â ïðèìåðå 3:

∞∑
n=1

1

ns
.

Òàì óñòàíîâëåíî, ÷òî îí ñõîäèòñÿ ïðè s > 1 ðàñõîäèòñÿ ïðè s 6 1. À â ïðèìåðå 4
ïîêàçàíî, ÷òî èñõîäíûé ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè s > 0. Òàêèì îáðàçîì, îí ñõîäèòñÿ
óñëîâíî ïðè 0 < s 6 1 è àáñîëþòíî ïðè s > 1.

2. Ñòåïåííûå ðÿäû

2.1. Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä

Åñëè èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé

u1(x), u2(x), . . . ,
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êîòîðûå èìåþò îáùóþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, òî ôèêñèðóÿ â ýòîé îáëàñòè ïðîèç-
âîëüíóþ òî÷êó x0, ìû ìîæåì îáðàçîâàòü ÷èñëîâîé ðÿä

∞∑
n=1

un(x0).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî x èç îáùåé äëÿ âñåõ un(x) îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ìû
ìîæåì îáðàçîâàòü ðÿä

∞∑
n=1

un(x), (13)

íàçûâàåìûé ôóíêöèîíàëüíûì ðÿäîì. Èç îïðåäåëåíèÿ ýòîãî ðÿäà ñëåäóåò, ÷òî
îáëàñòü åãî îïðåäåëåíèÿ åñòü îáùàÿ ÷àñòü îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ âñåõ ÷ëåíîâ
ðÿäà.

Åñëè ÷èñëîâîé ðÿä, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïîäñòàíîâêå òî÷êè x0 â ôóíêöè-
îíàëüíûé ðÿä, ñõîäèòñÿ, òî x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëü-
íîãî ðÿäà (13). Ìíîæåñòâî òî÷åê ñõîäèìîñòè ðÿäà íàçûâàåòñÿ åãî îáëàñòüþ
ñõîäèìîñòè .

Ïðèìåð 5. Íàéäåì îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑
n=1

n

xn
.

Ðåøåíèå. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ðÿäà � ìíîæåñòâî âñåõ x 6= 0. Äëÿ íàõîæäåíèÿ
îáëàñòè ñõîäèìîñòè óäîáíî ïðèìåíèòü ïðèçíàê Êîøè:

lim
n→∞

n

√
n

|xn|
=

1

|x|
< 1.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó |x| > 1. Ñîãëàñíî ïðèçíàêó Êî-
øè ðÿä àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå (−∞, 1) ∪ (1,+∞) è ðàñõîäèòñÿ íà
èíòåðâàëå (−1, 1) êðîìå òî÷êè x = 0. Íàì îñòàåòñÿ îáñëåäîâàòü òî÷êè x = −1 è
x = 1. Ïðè x = 1 ïîëó÷àåòñÿ ðÿä

∞∑
n=1

n.

Ýòîò ðÿä ðàñõîäèòñÿ, òàê êàê íå âûïîëíÿåòñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè:
n→∞. Ïðè x = −1 ïðîèñõîäèò òî æå ñàìîå: ó ðÿäà

∞∑
n=1

(−1)n−1n

îáùèé ÷ëåí íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.
Èòàê, îáëàñòü ñõîäèìîñòè ðÿäà åñòü ìíîæåñòâî (−∞,−1) ∪ (1,+∞).

2.2. Ñòåïåííûå ðÿäû

Îïðåäåëåíèå. Ñòåïåííûì ðÿäîì íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä

∞∑
n=0

an(x− a)n.
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Åñëè â ýòîì ðÿäå ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé t = x− a, òî ðÿä ïðèìåò âèä
∞∑
n=0

ant
n.

Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì áóäåì ãîâîðèòü î ñòåïåííûõ ðÿäàõ, ó êîòîðûõ a = 0.
Ñòåïåííûå ðÿäû âûäåëÿþòñÿ ñðåäè âñåõ ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ îïðåäåëåí-

íîñòüþ âèäà îáëàñòè ñõîäèìîñòè: åñëè ðÿä íå ÿâëÿåòñÿ âñþäó ñõîäÿùèìñÿ è èìååò
õîòü îäíó òî÷êó ñõîäèìîñòè, îòëè÷íóþ îò íóëÿ, òî ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëü-
íîå ÷èñëî R, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ íà èíòåðâàëå (−R,R) è ðàñõîäèòñÿ âíå îòðåçêà
[−R,R]. Ýòî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì ñõîäèìîñòè , à èíòåðâàë (−R,R)
� èíòåðâàëîì ñõîäèìîñòè ðÿäà. Îòíîñèòåëüíî òî÷åê x = ±R, êîòîðûå ÿâ-
ëÿþòñÿ êîíöàìè èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè, íè÷åãî îïðåäåëåííîãî çàðàíåå ñêàçàòü
íåâîçìîæíî. Äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî ðÿäà ïîâåäåíèå åãî â ýòèõ òî÷êàõ íóæíî
èññëåäîâàòü îòäåëüíî.

Ðèñ. 2. Íèëüñ Àáåëü

Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ÷èñëà R óñòàíàâëèâà-
åòñÿ íà îñíîâå òåîðåìû, äîêàçàííîé Íèëüñîì
Àáåëåì2.

Òåîðåìà (Í. Õ. Àáåëü). Åñëè ðÿä

∞∑
n=0

anx
n

ñõîäèòñÿ â òî÷êå x0, òî îí àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ
â ëþáîé òî÷êå x, ó êîòîðîé |x| < |x0|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èòàê, ïóñòü |x| < |x0|. Îöåíèì àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó ÷ëåíà
ñòåïåííîãî ðÿäà â òî÷êå x:

|anxn| = |anxn0 |
∣∣∣∣ xx0

∣∣∣∣n .
Òàê êàê èñõîäíûé ðÿä ñõîäèòñÿ â òî÷êå x0, òî åãî îáùèé ÷ëåí ñòðåìèòñÿ ê íó-
ëþ. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî C > 0, ÷òî |anxn0 | 6 C, èáî ñõîäÿùàÿñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà. Òàêèì îáðàçîì

|anxn| 6 C

∣∣∣∣ xx0
∣∣∣∣n .

À òàê êàê

∣∣∣∣ xx0
∣∣∣∣ < 1, òî íàø ðÿä ñðàâíèâàåòñÿ ñî ñõîäÿùåéñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé

ïðîãðåññèåé, óìíîæåííîé íà êîíñòàíòó. Ïî òåîðåìå ñðàâíåíèÿ èññëåäóåìûé ðÿä
àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå. Äëÿ ñòåïåííîãî ðÿäà âîçìîæåí òîëüêî îäèí èç ñëåäóþùèõ òðåõ
âàðèàíòîâ:

1) ñòåïåííîé ðÿä ñõîäèòñÿ íà âñåé ïðÿìîé;

2) åäèíñòâåííîé òî÷êîé ñõîäèìîñòè ÿâëÿåòñÿ òî÷êà x = 0;

2Íèëüñ Õåíðèê Àáåëü (1802 � 1829) � íîðâåæñêèé ìàòåìàòèê.

11



3) ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî R, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ íà èíòåð-
âàëå (−R,R) è ðàñõîäèòñÿ ïðè |x| > R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî ó ðÿäà åñòü òî÷êè ðàñõîäèìîñòè, à ìíîæåñòâî
òî÷åê ñõîäèìîñòè D ñîäåðæèò áîëåå îäíîé òî÷êè. Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî D íå
ïóñòî è îãðàíè÷åíî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x0 � òî÷êà ðàñõîäèìîñòè, òî ïî òåîðåìå
Àáåëÿ ðÿä ðàñõîäèòñÿ âíå îòðåçêà [−|x0|, |x0|], òî åñòü ìíîæåñòâî D ñîäåðæèòñÿ
â ýòîì îòðåçêå. Òîãäà ïîëîæèì

R = supD.

Ïóñòü x ∈ (−R,R). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà x1 ∈ D, ÷òî |x| < x1 6 R.
Ïî òåîðåìå Àáåëÿ â òî÷êå x ðÿä ñõîäèòñÿ. Åñëè æå ñóùåñòâóåò òî÷êà x ñ óñëîâèåì
|x| > R, â êîòîðîé ðÿä ñõîäèòñÿ, òî ðÿä ñõîäèòñÿ è â ëþáîé òî÷êå x0, ó êîòîðîé
|x0| < |x|, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ R.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàäèóñà ñõîäèìîñòè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðèçíàêè ñõîäè-
ìîñòè ïîëîæèòåëüíûõ ðÿäîâ, òàê êàê âíóòðè èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè ñòåïåííîé
ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî.

Ïóñòü äàí ñòåïåííîé ðÿä
∞∑
n=0

anx
n.

Îáîçíà÷èì äëÿ ýòîãî ðÿäà

ρ = lim
n→∞

|an|
|an+1|

, ëèáî ρ = lim
n→∞

n
√
|an|.

Åñëè îáà ïðåäåëà ñóùåñòâóþò, òî îíè ðàâíû.

Òåîðåìà 3. Åñëè 0 < ρ < +∞, òî R =
1

ρ
, åñëè ρ = 0, òî ñòåïåííîé ðÿä

ñõîäèòñÿ âñþäó, åñëè ρ = +∞, òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ âñþäó êðîìå òî÷êè x = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ïðèçíàê Äàëàìáåðà ê ñòåïåííîìó ðÿäó:

lim
n→∞

|an+1x
n+1|

|anxn|
=
|x|
ρ
.

Åñëè |x|ρ < 1, òî ðÿä ñõîäèòñÿ, åñëè |x|ρ > 1 � ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Ïðàêòè÷åñêè óäîáíåå ïîëüçîâàòüñÿ íå ýòîé òåîðåìîé, à íåïîñðåäñòâåííî ïðè-
çíàêàìè Êîøè è Äàëàìáåðà.

Ïðèìåð 6. Íàéäåì ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑
n=0

xn(
1 +

1

n

)n2

è èññëåäóåì åãî ïîâåäåíèå íà êîíöàõ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè.
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Ðåøåíèå. Ïðèìåíèì ïðèçíàê Êîøè:

lim
n→∞ n

√√√√√√ |x|n(
1 +

1

n

)n2 = lim
n→∞

|x|(
1 +

1

n

)n =
|x|
e
< 1.

Òàê ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè |x| < e è ðàñõîäèòñÿ ïðè |x| > e. Ñëåäîâàòåëüíî, R = e.
Ïóñòü x = e. Òîãäà îáùèé ÷ëåí ðÿäà, îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç bn, èìååò âèä:

bn =
en(

1 + 1
n

)n2 =

[
e(

1 + 1
n

)n
]n
.

Ïî îïðåäåëåíèþ ÷èñëà e ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ ÷ëåíàìè
(
1 + 1

n

)n
ñòðåìèòñÿ ê

÷èñëó e, âîçðàñòàÿ. Ïîýòîìó

(
1 +

1

n

)n
< e. Ñëåäîâàòåëüíî, bn > 1 è íå ñòðåìèòñÿ

ê 0. Èç íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè âûòåêàåò, ÷òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ.
Ïðè x = −e îáùèé ÷ëåí ðÿäà òàêæå íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

ñòðåìèëàñü áû ê 0 åãî àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà, à îíà ðàâíà bn.
Èòàê îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè ðÿäà ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàë (−e, e).

Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì åùå äâà âàæíûõ ñâîéñòâà ñòåïåííûõ ðÿäîâ: íà èíòåðâàëå
ñõîäèìîñòè ñòåïåííûå ðÿäû ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü è èíòåãðèðî-
âàòü, ïðè÷åì ðàäèóñ ñõîäèìîñòè îò ýòîãî íå ìåíÿåòñÿ.

3. Ðàçëîæåíèå ôóíêöèé â ñòåïåííûå ðÿäû. Ðÿä Òåé-

ëîðà

Åñëè ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå 〈−R,R〉3 ñóììîé ñòå-
ïåííîãî ðÿäà

f(x) =

∞∑
n=0

anx
n,

òî ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñòåïåííîé ðÿä íà ýòîì
ïðîìåæóòêå.

Òàêèå ðàçëîæåíèÿ èìåþò ìàññó ïðèìåíåíèé. Íàïðèìåð, èñïîëüçóþòñÿ äëÿ
ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, â ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèÿõ â òîì
÷èñëå â ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèé è ò. ä.

Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èìååò ïðè x = 0 ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà, òî ïðè
ëþáîì n ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü åå ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Òåéëîðà:

f(x) =
n∑
k=0

f (k)(0)

k!
xk + rn(x), (14)

ãäå rn(x) � îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìóëå Òåéëîðà.

3Óãëîâûå ñêîáêè îçíà÷àþò, ÷òî ìû íå çíàåì. ÷òî ïðîèñõîäèò íà êîíöàõ èíòåðâàëà ñõîäèìîñòè

13



Òåîðåìà 4. Åñëè f(x) èìååò ïðè x = 0 ïðîèçâîäíûå ëþáîãî ïîðÿäêà è ïðè
n → ∞ îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìóëå Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè f(x) ñòðåìèòñÿ ê 0
íà èíòåðâàëå (−R,R), òî ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ñòåïåííîãî ðÿäà

f(x) =
∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn

íà èíòåðâàëå (−R,R).
Ýòîò ðÿä íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Òåéëîðà ôóíêöèè f(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì

Tn(x) =

n∑
k=0

f (k)(0)

k!
xk.

Ýòî ÷àñòíàÿ ñóììà ðÿäà Òåéëîðà. Ôîðìóëó (14) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

f(x) = Tn(x) + rn(x).

Òàê êàê íà èíòåðâàëå (−R,R) îñòàòî÷íûé ÷ëåí rn(x)→ 0, òî Tn(x)→ f(x), ÷òî è
îçíà÷àåò ïî îïðåäåëåíèþ ñóììû ðÿäà, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) åñòü ñóììà ñâîåãî ðÿäà
Òåéëîðà.

Èñïîëüçóÿ ýòó ïðîñòåíüêóþ òåîðåìó è çàìå÷àíèå â êîíöå ïðåäûäóùåãî ïàðà-
ãðàôà, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèÿ â ñòåïåííîé ðÿä äëÿ îñíîâíûõ ýëåìåí-
òàðíûõ ôóíêöèé.

Íàïðèìåð, îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ôîðìóëå Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè y = ex íà èí-
òåðâàëå (−R,R) ïðè ëþáîì R èìååò âèä

rn(x) =
eθx

(n+ 1)!
x(n+1), 0 < θ < 1.

Òîãäà íà ýòîì èíòåðâàëå ïîëó÷àåì îöåíêó äëÿ rn(x):

|rn(x)| 6 eR
Rn+1

(n+ 1)!
.

Íàì îñòàëîñü íàéòè ïðåäåë

lim
n→∞

R(n+1)

(n+ 1)!
.

Ïðîùå âñåãî ýòîò ïðåäåë íàõîäèòñÿ îïÿòü æå ñ ïîìîùüþ ðÿäîâ! Äëÿ ýòîé öåëè
ðàññìîòðèì ðÿä

∞∑
n=0

Rn+1

(n+ 1)!

è ïðèìåíèì ê íåìó ïðèçíàê Äàëàìáåðà:

lim
n→∞

Rn+1n!

Rn(n+ 1)!
= lim
n→∞

R

n+ 1
= 0.
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Çíà÷èò, ðÿä ñõîäèòñÿ. À íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ãîâîðèò, ÷òî îáùèé ÷ëåí
ðÿäà ñòðåìèòñÿ ê 0. Ñëåäîâàòåëüíî íóæíûé íàì ïðåäåë ðàâåí 0. Èç òåîðåìû 4
ñëåäóåò, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · · .

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå ðàçëîæåíèÿ:

sinx =

∞∑
n=1

(−1)n−1 x2n−1

(2n− 1)!
, cosx =

∞∑
n=0

(−1)n x2n

(2n)!
.

À äëÿ ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè ln(1+ x) íà èíòåðâàëå (−1, 1) âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñò-
íîé íàì ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé è åå ïî÷ëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì. Ïðîèíòå-
ãðèðóåì íà èíòåðâàëå (0, x) ïðè |x| < 1 (ïðè÷åì x ìîæåò áûòü è îòðèöàòåëüíûì)
ñëåäóþùèé ñòåïåííîé ðÿä

1

1 + t
= 1− t+ t2 + · · ·+ (−1)ntn + · · · ,

êîòîðûé ñõîäèòñÿ íà èíòåðâàëå (−1, 1). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
+ · · ·+ (−1)nxn+1

n+ 1
+ · · · .

Ïðè¼ì ñëîæåíèÿ ñòåïåííûõ ðÿäîâ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèÿ äëÿ íåêî-
òîðûõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé, èñïîëüçóÿ ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. Ðàññìîò-
ðèì ýòîò ïðè¼ì íà ïðèìåðå.

Ïðèìåð 7. Ðàçëîæèì â ðÿä ïî ñòåïåíÿì x ôóíêöèþ y =
x

x2 − 3x+ 2
.

Ðåøåíèå. ×òîáû ïðèìåíèòü âûøå óïîìÿíóòûé ñïîñîá, íóæíî ðàçëîæèòü äàí-
íóþ äðîáü íà ïðîñòåéøèå, êàê ìû ýòî äåëàëè ïðè èíòåãðèðîâàíèè ðàöèîíàëüíûõ
ôóíêöèé:

x

x2 − 3x+ 2
=

x

(x− 1)(x− 2)
=

A

x− 1
+

B

x− 2
.

A è B � êîíñòàíòû, êîòîðûå íàì íóæíî íàéòè èç ýòîãî ðàâåíñòâà. Ýòî óñëîâèå
ïðèâîäèò íàñ ê ðàâåíñòâó

A(x− 2) +B(x− 1) = x.

Ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x, ïîëó÷àåì ñèñòåìó:{
A+B = 1,

−2A−B = 0.

Èç ñèñòåìû íàõîäèì: A = −1, B = 2. Èòàê,

x

x2 − 3x+ 2
= − 1

x− 1
+

2

x− 2
=

1

1− x
− 1

1− x
2

= (15)

=

∞∑
n=0

xn −
∞∑
n=0

1

2n
xn =

∞∑
n=0

(
1− 1

2n

)
xn. (16)
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Ðàññìîòðèì åùå ïàðó ïðèìåðîâ ïðèìåíåíèÿ ðàçëîæåíèÿ îñíîâíûõ ýëåìåí-
òàðíûõ ôóíêöèé.

Ïðèìåð 8. Ðàçëîæèì â ñòåïåííîé ðÿä ôóíêöèþ ex
2

. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì ðàç-
ëîæåíèå äëÿ et, ïîëàãàÿ t = x2, è ïîëó÷èì:

ex
2

= 1 +
x2

1!
+
x4

2!
+ . . .

Ïðèìåð 9. Ðàçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì x ôóíêöèþ y = ln

√
1 + x

1− x
.

Ðåøåíèå. Òðåáóåìîå ðàçëîæåíèå â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïîëó÷èòü äâóìÿ ïóòÿìè.
à) Âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíèåì ln(1 + x):

ln

√
1 + x

1− x
=

1

2
(ln(1 + x)− ln(1− x)) = 1

2

( ∞∑
n=1

(−1)n−1xn

n
+
∞∑
n=1

xn

n

)
=
∞∑
n=1

x2n−1

2n− 1
.

á) Íî ìîæíî âñïîìíèòü òàáëè÷íûé èíòåãðàë:

x∫
0

dt

1− t2
=

1

2
ln

1 + x

1− x
= ln

√
1 + x

1− x

è ïðîèíòåãðèðîâàòü ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñî çíàìåíàòåëåì q = x2:

ln

√
1 + x

1− x
=
∞∑
n=0

x∫
0

t2ndt =
∞∑
n=0

x2n+1

2n+ 1
=
∞∑
n=1

x2n−1

2n− 1
.

Ïîñêîëüêó ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ èìååò ðàäèóñ ñõîäèìîñòè
R = 1, à èíòåãðèðîâàíèå ðàäèóñà íå ìåíÿåò, òî ó ïîëó÷åííîãî ðÿäà òàêæå
R = 1.

4. Ðÿäû Ôóðüå

4.1. Âñòóïëåíèå

Ðèñ. 3. Æàí Ôóðüå

Âñïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x), çàäàííàÿ íà
ïðÿìîé, íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè ñóùå-
ñòâóåò òàêîå ÷èñëî T > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ñïðà-
âåäëèâî ðàâåíñòâî f(x+ T ) = f(x).

Ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè ïîÿâëÿþòñÿ ïðè
îïèñàíèè ïîâòîðÿþùèõñÿ ïðîöåññîâ òàêèõ, êàê,
íàïðèìåð, ñâîáîäíûå (áåç âîçäåéñòâèÿ âíåøíèõ
ñèë) êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà. Íî ñâîáîäíûå êîëåáà-
íèå ìàÿòíèêà � ñðàâíèòåëüíî ïðîñòîé ïðîöåññ è
ìîæåò áûòü îïèñàí îäíîé ïåðèîäè÷åñêîé ôóíê-
öèåé. Ñîâñåì íå òàê ïðîñòî îáñòîèò äåëî, êîãäà
çàõîäèò ðå÷ü îá îïèñàíèè ìãíîâåííîé ñèëû ïåðåìåííîãî òîêà èëè ïðè îïèñàíèè
êîëåáàíèé ñòðóíû. Èìåííî ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à ñòèìóëèðîâàëà ðàçâèòèå ìåòîäà, î
êîòîðîì ìû ñîáèðàåìñÿ ãîâîðèòü, à èìåííî, î ðÿäàõ Ôóðüå4 è ðàçëîæåíèè ôóíê-
öèé â ðÿäû Ôóðüå.

4Æàí Áàòèñò Æîçåô Ôóðüå (1768 � 1830) � ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê è ôèçèê. Ïðåäëîæåí-
íûå ðÿäû è èíòåãðàëû, êîòîðûå âïîñëåäñòâèè áûëè íàçâàíû â åãî ÷åñòü, Ôóðüå èñïîëüçîâàë â
òåîðèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà.
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Ðèñ. 4. Äàíèèë Áåðíóëëè

Åùå â XVIII âåêå Äàíèèë Áåðíóëëè5, ïûòà-
ÿñü îïèñàòü ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ñòðóíû ñ çà-
êðåïëåííûìè êîíöàìè ñ ïîìîùüþ ðÿäîâ Ôóðüå,
îáíàðóæèë î÷åíü ñëîæíîå ïîâåäåíèå ñòðóíû: êî-
ëåáëþùàÿñÿ ñòðóíà èçäàåò î÷åíü ìíîãî çâóêîâ
êðîìå òîãî, êîòîðûé ìû ÿâíî ñëûøèì. Ýòî è ñî-
çäàåò îïðåäåëåííóþ îêðàñêó çâó÷àíèþ ñòðóíû,
êîòîðóþ ìû òåïåðü íàçûâàåì òåìáðîì, îòëè÷à-
þùóþ åå çâó÷àíèå îò çâó÷àíèÿ êàìåðòîíà.

Èìåííî èçó÷åíèåì ðÿäà Ôóðüå, ïðåäñòàâëÿþ-
ùåãî ïîâåäåíèå çâó÷àùåé ñòðóíû, ìîæíî îáúÿñ-
íèòü âåëèêèå îòêðûòèÿ Íèêêîëî Ïàãàíèíè, ñäå-
ëàííûå èì ýìïèðè÷åñêè, áëàãîäàðÿ åãî ãåíèàëü-
íîìó âëàäåíèþ ñêðèïêîé, çà êîòîðûå èíêâèçè-
öèÿ îáâèíèëà åãî â ñâ�ÿçè ñ äüÿâîëîì.

4.2. Ðÿä Ôóðüå äëÿ ôóíêöèè íà îòðåçêå [−π, π]

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä

a0 + a1 cosx+ b1 sinx+ a2 cos 2x+ b2 sin 2x+ · · ·+ an cosnx+ bn sinnx+ . . .

íàçûâàåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ðÿäîì.

Òåîðåìà 5. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íà îòðåçêå [−π, π] ÿâëÿåòñÿ ñóììîé òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêîãî ðÿäà:

f(x) =
a0
2

+
∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx), (17)

êîòîðûé äîïóñêàåò ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå, òî

an =
1

π

π∫
−π

f(x) cosnxdx, bn =
1

π

π∫
−π

f(x) sinnxdx. (18)

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ðÿä (17) äîïóñêàåò ïî÷ëåííîå èíòåãðèðîâàíèå, òî

π∫
−π

f(x)dx = πa0 +

∞∑
k=1

(
ak

π∫
−π

cos kxdx+ bk

π∫
−π

sin kxdx.
)

Èíòåãðàëû, ñòîÿùèå ïîä çíàêîì ñóììû ðàâíû íóëþ. Ïîñëå äåëåíèÿ íà π, ïîëó-
÷èì:

ao =
1

π

π∫
−π

f(x)dx.

Ýòî ïåðâàÿ èç ôîðìóë (18) ïðè n = 0.

5Äàíèèë Áåðíóëëè (1700 � 1782) � øâåéöàðñêèé ôèçèê-óíèâåðñàë, ìåõàíèê è ìàòåìàòèê,
îäèí èç ñîçäàòåëåé êèíåòè÷åñêîé òåîðèè ãàçîâ, ãèäðîäèíàìèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.
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Ïóñòü òåïåðü n > 1. Óìíîæèì ïî÷ëåííî ðÿä (17) íàì sinnx è ïðîèíòåãðèðóåì
åãî ïî÷ëåííî. Ó÷òåì, ÷òî

π∫
−π

sinnx cos kxdx = 0,

π∫
−π

sinnx sin kxdx =

{
π, åñëè k = n,
0, åñëè k 6= 0.

Ðàçäåëèâ ïîëó÷åííîå ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ðàâåíñòâî íà π, ïîëó÷èì ïåðâóþ èç
ôîðìóë (18). Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âòîðîé ôîðìóëû íóæíî ðÿä ïî÷ëåííî óìíîæèòü íà
cosnx è ïðîäåëàòü òå æå îïåðàöèè.

Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà îòðåçêå [−π, π], òî êîýôôèöèåíòû an èì
bn, îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëàìè (18) ñóùåñòâóþò.

Îïðåäåëåíèå. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä

a0
2

+
∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx), (19)

êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (18), íàçûâàåòñÿ ðÿäîì

Ôóðüå ôóíêöèè f(x), à åãî êîýôôèöèåíòû � å¼ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå.

Ïðèìåð 10. Íàéäåì ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè y = x ðÿäîì Ôóðüå íà îòðåçêå
[−π, π]. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì êîýôôèöèåíòû ïî ôîðìóëàì (18), èíòåãðèðóÿ ïî
÷àñòÿì:

an =
1

π

π∫
−π

x cosnxdx =
1

nπ
x sinnx

∣∣∣π
−π
− 1

nπ

π∫
−π

sinnxdx = 0.

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿþòñÿ è êîýôôèöèåíòû bn:

bn =
1

π

π∫
−π

x sinnxdx = − 1

nπ
x cosnx

∣∣∣π
−π

+
1

nπ

π∫
−π

cosnxdx =
(−1)n−1

n
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå:

x =

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
sinnx.

Ïðè x =
π

2
ýòî ðàâåíñòâî äàåò íàì ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà π â âèäå ðÿäà

π = 2
∞∑
k=1

(−1)k−1

2k − 1
.

4.3. Ðÿä Ôóðüå äëÿ ïðîìåæóòêà ïðîèçâîëüíîé äëèíû

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) çàäàíà íà îòðåçêå [−l, l] äëÿ íåêîòîðîãî
l > 0. ×òîáû ïîëó÷èòü ðÿä Ôóðüå äëÿ òàêîé ôóíêöèè, ïðåîáðàçóåì ýòîò îòðåçîê
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ðàñòÿæåíèåì â îòðåçîê [−π, π] ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè t =
πx

l
. Îáðàòíîå îòîáðàæå-

íèå çàäàåòñÿ ôóíêöèåé x =
lt

π
. Îáîçíà÷èì

g(t) = f

(
lt

π

)
.

Ýòà ôóíêöèÿ çàäàíà óæå íà îòðåçêå [−π, π]. Òîãäà

f(x) = g
(πx
l

)
. (20)

Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè g(t) ìû èìååì ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå:

g(t) =
a0
2

+

∞∑
k=1

(ak cos kt+ bk sin kt), (21)

êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

an =
1

π

π∫
−π

g(t) cosntdt, bn =
1

π

π∫
−π

g(t) sinntdt. (22)

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ t =
πx

l
â ôîðìóëå (21), ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî (20), è

ïîëó÷èì

f(x) =
a0
2

+
∞∑
k=1

(
ak cos

πkx

l
+ bk sin

πkx

l

)
.

×òîáû êîýôôèöèåíòû ýòîãî ðÿäà âû÷èñëÿëèñü ÷åðåç ôóíêöèþ f(x), ñäåëàåì òà-
êóþ æå çàìåíó ïåðåìåííûõ â èíòåãðàëàõ (22). Òîãäà, îïÿòü ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî
(20), ïîëó÷èì

an =
1

l

l∫
−l

f(x) cos
nπx

l
dx, bn =

1

l

l∫
−l

f(x) sin
nπx

l
dx.

19


	Числовые ряды
	Определения. Свойства числовых рядов
	Необходимое условие сходимости ряда. Гармонический ряд
	Признаки сравнения для положительных рядов
	Признаки сходимости Даламбера и Коши
	Знакочередующиеся ряды. Теорема Лейбница
	Ряды с произвольными членами

	Степенные ряды
	Функциональный ряд
	Степенные ряды

	Разложение функций в степенные ряды. Ряд Тейлора
	Ряды Фурье
	Вступление
	Ряд Фурье для функции на отрезке [-,]
	Ряд Фурье для промежутка произвольной длины


