
Ôåäåðàëüíîå àãåíòñòâî ïî îáðàçîâàíèþ
Ãîñóäàðñòâåííîå îáðàçîâàòåëüíîå ó÷ðåæäåíèå
âûñøåãî ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ

ÏÅÒÐÎÇÀÂÎÄÑÊÈÉ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ

Ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò
Êàôåäðà ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ

Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû â ýêîëîãèè
Ñáîðíèê çàäà÷ è óïðàæíåíèé

Ñî ñ ò à â è ò å ë è:
êàíä. ôèç.-ìàò. íàóê, äîöåíò êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî

ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ Å.Å. Ñåìåíîâà,
ìàãèñòðàíò êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåì

óïðàâëåíèÿ Å.Â. Êóäðÿâöåâà

Ïåòðîçàâîäñê
Èçäàòåëüñòâî ÏåòðÃÓ

2005



ÓÄÊ 519.87
ÁÁÊ 22.1
Ì34

Ðåö å í ç å í òû:
Â. Â. Ìàçàëîâ � ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîôåññîð, äèðåêòîð Èíñòèòó-

òà ïðèêëàäíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé ÊàðÍÖ
ÐÀÍ.

À. Ñ. Ôîìèí � êàíä. ôèç.-ìàò. íàóê, äîöåíò êàôåäðû àëãåáðû è òåî-
ðèè âåðîÿòíîñòåé ÏåòðÃÓ

Ïå÷àòàåòñÿ ïî ðåøåíèþ ðåäàêöèîííî-èçäàòåëüñêîãî ñîâåòà
Ïåòðîçàâîäñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà

M34 Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû â ýêîëîãèè: Ñáîðíèê çàäà÷ è
óïðàæíåíèé / Å. Å. Ñåìåíîâà, Å. Â. Êóäðÿâöåâà. Ïåòðîçàâîäñê:
Èçä-âî ÏåòðÃÓ, 2005. 130 ñ.

Ñáîðíèê ñîäåðæèò çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ ïî äèñöèïëèíå ¾Ìàòåìàòè÷å-
ñêèå ìåòîäû â ýêîëîãèè¿, èçó÷àåìîé ñòóäåíòàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà
ÏåòðÃÓ. Çàäà÷è ñáîðíèêà ðàñïðåäåëåíû ïî òåìàì, ê êàæäîé èç êîòîðûõ äà-
åòñÿ íåîáõîäèìûé òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë.

Ñáîðíèê ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ïðîâåäåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé è îðãàíè-
çàöèè ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû ñòóäåíòîâ ïðè íàïèñàíèè êóðñîâûõ è äèïëîì-
íûõ ðàáîò.

ÓÄÊ 519.87
ÁÁÊ 22.1

ISBN 5-8021-0445-7 © Å. Å. Ñåìåíîâà,
Å. Â. Êóäðÿâöåâà,
ñîñòàâëåíèå, 2005

© Ïåòðîçàâîäñêèé ãîñóäàðñòâåí-
íûé óíèâåðñèòåò, 2005



Òåìà 1. Ïðîñòåéøèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè â åñòåñòâîçíàíèè 3

Òåìà 1
Ïðîñòåéøèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè

â åñòåñòâîçíàíèè è ïîïóëÿöèîííîé äèíàìèêå
1.1. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â åñòåñòâîçíàíèè

1. Èç ýêñïåðèìåíòà èçâåñòíî, ÷òî ñêîðîñòü ðàçìíîæåíèÿ áàêòåðèé ïðè
äîñòàòî÷íîì çàïàñå ïèùè ïðîïîðöèîíàëüíà èõ êîëè÷åñòâó. Çà êàêîå âðå-
ìÿ êîëè÷åñòâî áàêòåðèé óâåëè÷èòñÿ â m ðàç ïî ñðàâíåíèþ ñ èõ íà÷àëü-
íûì êîëè÷åñòâîì?
2. Ïîãëîùåíèå ñâåòîâîãî ïîòîêà òîíêèì ñëîåì âîäû ïðîïîðöèîíàëüíî
òîëùèíå ñëîÿ è ïîòîêó, ïàäàþùåìó íà åãî ïîâåðõíîñòü. Ïðè ïðîõîæäå-
íèè ÷åðåç ñëîé òîëùèíîé 1 ì ïîãëîùàåòñÿ 1

4 ïåðâîíà÷àëüíîãî ñâåòîâîãî
ïîòîêà. Êàêàÿ ÷àñòü ñâåòîâîãî ïîòîêà äîéäåò äî ãëóáèíû h?

3. Ñêîðîñòü óâåëè÷åíèÿ ïëîùàäè ìîëîäîãî ëèñòà âèêòîðèè-ðåãèè1, èìå-
þùåãî ôîðìó êðóãà, ïðîïîðöèîíàëüíà ðàäèóñó ëèñòà R è êîëè÷åñòâó
ñîëíå÷íîãî ñâåòà Q, ïàäàþùåãî íà íåãî. Êîëè÷åñòâî ñîëíå÷íîãî ñâåòà
ïðîïîðöèîíàëüíî ïëîùàäè ëèñòà è êîñèíóñó óãëà ìåæäó íàïðàâëåíèåì
ëó÷åé è âåðòèêàëüþ ê ëèñòó.

Íàéäèòå çàâèñèìîñòü ìåæäó ïëîùàäüþ ëèñòà S è âðåìåíåì t, åñëè â
6 ÷ óòðà ýòà ïëîùàäü ñîñòàâëÿëà 1600 ñì2, à â 18 ÷ òîãî æå äíÿ 2500 ñì2.
Ïðèíÿòü, ÷òî óãîë α ìåæäó íàïðàâëåíèåì ëó÷à Ñîëíöà è âåðòèêàëüþ
â 6 ÷ óòðà è â 18 ÷ ðàâåí 90o, à â ïîëäåíü � 0o.

4. Äîïóñòèì, ÷òî ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå ñêîðîñòü ðàñòâîðåíèÿ
òâåðäîãî âåùåñòâà â æèäêîñòè ïðîïîðöèîíàëüíà êîëè÷åñòâó ýòîãî âå-
ùåñòâà, êîòîðîå åùå ìîæåò ðàñòâîðèòüñÿ â æèäêîñòè äî åå íàñûùåíèÿ
(ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåùåñòâà, âõîäÿùèå â ðàñòâîð, õèìè÷åñêè íå âçà-
èìîäåéñòâóþò è ðàñòâîð åùå äàëåê îò íàñûùåíèÿ, òàê êàê â ïðîòèâíîì

1 1 ÿíâàðÿ 1837 ãîäà íåìåöêèé áîòàíèê Ðèõàðä Øîìáóðãê âìåñòå ñî ñòàðøèì
áðàòîì Ðîáåðòîì, èçâåñòíûì ïóòåøåñòâåííèêîì, îáñëåäîâàâøèé ïî çàäàíèþ Ëîí-
äîíñêîãî ãåîãðàôè÷åñêîãî îáùåñòâà Áðèòàíñêóþ Ãâèàíó (íûíå Ðåñïóáëèêà Ãàéàíà),
â çàâîäÿõ áàññåéíà Àìàçîíêè îáíàðóæèë ãèãàíòñêóþ êóâøèíêó. Â ÷åñòü âçîøåä-
øåé ïîëãîäà ñïóñòÿ íà áðèòàíñêèé ïðåñòîë êîðîëåâû Âèêòîðèè îíà áûëà íàçâàíà
âèêòîðèåé-ðåãèåé (â ïåðåâîäå ñ ëàòûíè � ¾Âèêòîðèÿ öàðñòâåííàÿ¿). Êðóãëûå ñ áîð-
òàìè ëèñòüÿ êóâøèíêè äîñòèãàþò â äèàìåòðå 2 ì è íå òîíóò ïîä ãðóçîì 50 êã.
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ñëó÷àå ëèíåéíûé çàêîí äëÿ ñêîðîñòè ðàñòâîðà íåïðèåìëåì). Óñòàíîâèòå
çàâèñèìîñòü êîëè÷åñòâà ðàñòâîðèâøåãîñÿ âåùåñòâà â ðàñòâîðå îò âðå-
ìåíè è ïîñòðîéòå ãðàôèê ýòîé çàâèñèìîñòè.
5. Â ðåçóëüòàòå õèìè÷åñêîé ðåàêöèè ìåæäó âåùåñòâàìè A è B îáðà-
çóåòñÿ âåùåñòâî C. Óñòàíîâèòå çàâèñèìîñòü êîëè÷åñòâà âåùåñòâà C îò
âðåìåíè, åñëè â ìîìåíò âñòóïëåíèÿ â ðåàêöèþ êîëè÷åñòâà âåùåñòâ A è
B áûëè ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî a è b. Ñêîðîñòü ðåàêöèè ïðîïîðöèîíàëü-
íà ïðîèçâåäåíèþ ðåàãèðóþùèõ ìàññ.
6. Âåùåñòâî γ îáðàçóåòñÿ â ðåçóëüòàòå õèìè÷åñêîé ðåàêöèè ìåæäó âå-
ùåñòâàìè α è β. Â ýòîé ðåàêöèè îäèí ãðàìì âåùåñòâà γ âîçíèêàåò ïðè
ñîåäèíåíèè p ãðàììîâ âåùåñòâà α è q ãðàììîâ âåùåñòâà β (p = 1− q).
Ñêîðîñòü îáðàçîâàíèÿ âåùåñòâà γ â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t ðàâíà ïðî-
èçâåäåíèþ ìàññ âåùåñòâ α è β, íå âñòóïèâøèõ â ðåàêöèþ.

Êàêîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ áóäåò óäîâëåòâîðÿòü êîëè-
÷åñòâî x(t) âåùåñòâà γ ïðè t > 0, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
t = 0 ñîåäèíèòü a ãðàììîâ âåùåñòâà α è b ãðàììîâ âåùåñòâà β?

Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî a

p
>

b

q
, ïîñòðîéòå èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâ-

íåíèÿ. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî âåùåñòâà γ ìîæåò âîçíèêíóòü
â ðåçóëüòàòå ýòîãî ýêñïåðèìåíòà [52]?

1.2. Ìîäåëü çàãðÿçíåíèÿ âîäû îðãàíè÷åñêèìè îòõîäàìè

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç âîäû è ðàñòâîðåííûõ â íåé
êèñëîðîäà è îðãàíè÷åñêèõ îòõîäîâ [23, 34]. Êîíöåíòðàöèè ðàñòâîðåí-
íîãî êèñëîðîäà è îðãàíè÷åñêèõ îòõîäîâ ñâÿçàíû. Îòõîäû ðàçëàãàþòñÿ
ïîä âîçäåéñòâèåì áàêòåðèé, âûçûâàþùèõ ðåàêöèþ, êîòîðàÿ ïðîòåêàåò ñ
ïîòðåáëåíèåì êèñëîðîäà. Êîíöåíòðàöèÿ îòõîäîâ ìîæåò áûòü èçìåðåíà
òàê íàçûâàåìîé áèîõèìè÷åñêîé ïîòðåáíîñòüþ êèñëîðîäà (ÁÏÊ), êîòî-
ðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîëè÷åñòâî êèñëîðîäà íà åäèíèöó îáúåìà âîäû,
íåîáõîäèìîå äëÿ ðàçëîæåíèÿ îòõîäîâ. ÁÏÊ ìîæåò èçìåðÿòüñÿ â òåõ æå
åäèíèöàõ, ÷òî è êîíöåíòðàöèÿ êèñëîðîäà (íàïðèìåð, â ìã/ë).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L(t) êîíöåíòðàöèþ îòõîäîâ (ÁÏÊ) â ìîìåíò âðåìå-
íè t. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñêîðîñòü ðàçëîæåíèÿ îòõîäîâ ïðîïîðöèî-
íàëüíà èõ êîíöåíòðàöèè ïðè óñëîâèè, ÷òî â âîäå ïðèñóòñòâóåò äîñòàòî÷-
íîå êîëè÷åñòâî êèñëîðîäà äëÿ ïîääåðæàíèÿ ïðîöåññà. Òîãäà èçìåíåíèå
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êîíöåíòðàöèè îòõîäîâ L(t) îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
dL

dt
= −k1L, (1.1)

ãäå k1 � êîýôôèöèåíò ïîòðåáëåíèÿ êèñëîðîäà, 1äåíü .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C0 ðàâíîâåñíóþ êîíöåíòðàöèþ êèñëîðîäà â âîäå,
êîòîðàÿ èìååò ìåñòî ïðè îòñóòñòâèè îòõîäîâ, ÷åðåç C(t) � ôàêòè÷åñêóþ
êîíöåíòðàöèþ êèñëîðîäà â âîäå. Ðàçíîñòü

D(t) = C0 − C(t)
îïðåäåëÿåò äåôèöèò êèñëîðîäà â âîäå. Âåëè÷èíà äåôèöèòà D(t) ìîæåò
âîçðàñòàòü ñî âðåìåíåì t çà ñ÷åò ðàñõîäà êèñëîðîäà íà îêèñëåíèå îò-
õîäîâ. Îäíàêî â ïðèðîäå íàáëþäàåòñÿ è ïðîòèâîïîëîæíàÿ òåíäåíöèÿ
óìåíüøåíèÿ äåôèöèòà çà ñ÷åò ïîãëîùåíèÿ êèñëîðîäà ïîâåðõíîñòüþ âî-
äû. Òàêîé ïðîöåññ íàçûâàþò ðåàýðàöèåé. Äèíàìèêà äåôèöèòà êèñëîðî-
äà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

dD

dt
= k1L− k2D, (1.2)

ãäå k2 � êîýôôèöèåíò ðåàýðàöèè, 1äåíü .
Ê óðàâíåíèÿì (1.1) è (1.2) äîáàâèì óñëîâèÿ:

D(0) = D0, L(0) = L0, (1.3)

çàäàþùèå ñîîòâåòñòâåííî äåôèöèò êèñëîðîäà è êîíöåíòðàöèþ îòõîäîâ
â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0.

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

7. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ D(t) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

D(t) =
k1L0

k2 − k1
(e−k1t − e−k2t) + D0e

−k2t. (1.4)

8. Ïóñòü Dmax � ìàêñèìàëüíûé äåôèöèò êèñëîðîäà. Ïîêàæèòå, ÷òî îí
ðàâåí

Dmax = L0
k1

k2

[
k2

k1

(
1− D0(k2 − k1)

k1L0

)] k1
k1−k2

.

9. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïî òå÷åíèþ ðåêè íàõîäèòñÿ ïðîìûøëåííîå ïðåä-
ïðèÿòèå, êîòîðîå çàãðÿçíÿåò âîäó îòõîäàìè, îñóùåñòâëÿÿ èõ âûáðîñ
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â îáúåìå L0. Åñëè ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ðåêè ðàâíà v, òî ëåãêî ñâÿçàòü
ðàññòîÿíèå îò ïðåäïðèÿòèÿ âíèç ïî ðåêå x ñî âðåìåíåì t, ïðîøåäøèì ñ
ìîìåíòà ïîñòóïëåíèÿ îòõîäîâ â ðåêó, ïîñêîëüêó x = tv. Òîãäà î÷åâèäíî,
÷òî ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (1.4) ìîæíî ïîëó÷èòü çàâèñèìîñòü äåôèöèòà
êèñëîðîäà â âîäå îò ðàññòîÿíèÿ x ïðè óñëîâèè, ÷òî íèæå ïî òå÷åíèþ ðå-
êè íåò äðóãèõ èñòî÷íèêîâ îòõîäîâ è ñîõðàíÿþòñÿ íåèçìåííûìè óñëîâèÿ
ñðåäû è ïàðàìåòðû ìîäåëè k1 è k2.

Åñëè óñòàíîâëåíî, ÷òî ìàêñèìàëüíûé äåôèöèò êèñëîðîäà â âîäå íå
äîëæåí ïðåâûøàòü íåêîòîðîãî çàäàííîãî óðîâíÿ Dlim, òî êàê ìîæíî
íàéòè ïðåäåëüíóþ âåëè÷èíó ñáðîñà îòõîäîâ â ðåêó ïðåäïðèÿòèåì?
10. Ïóñòü òå÷åíèå ðåêè èìååò ïîñòîÿííóþ ðåàýðàöèè, ðàâíóþ 0,4 1äåíü ,

à ïîñòîÿííóþ ïîòðåáëåíèÿ êèñëîðîäà � 0,25 1äåíü . Êàêîé äîëæíà áûòü
ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìàÿ âåëè÷èíà ÁÏÊ â çîíå çàãðÿçíåíèÿ, ÷òîáû â
ëþáîì ìåñòå òå÷åíèÿ äåôèöèò êèñëîðîäà íå ïðåâûøàë 5 ìã/ë? (Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî èñòî÷íèêè çàãðÿçíåíèÿ â âåðõíåì òå÷åíèè ðåêè îòñóò-
ñòâóþò.)

1.3. Ïðîñòåéøèå ìîäåëè ïîïóëÿöèîííîé äèíàìèêè

Èçó÷åíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé áèîëîãè÷åñêèõ ïîïóëÿöèé íà÷íåì ñ
àâòîíîìíûõ ñèñòåì ïåðâîãî ïîðÿäêà, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò îäíî äèô-
ôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dN

dt
= f(N) (1.6)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
N(t0) = N0.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.6) âèäà N(t) = N∗ = const äëÿ ∀t ≥ t0 íàçû-
âàåòñÿ ñòàöèîíàðíûì.

Òî÷êó N∗ íà ôàçîâîé ïðÿìîé íàçûâàþò òî÷êîé ïîêîÿ (èëè ïîëîæå-
íèåì ðàâíîâåñèÿ, ñòàöèîíàðíûì ñîñòîÿíèåì). Âñå òî÷êè ïîêîÿ óðàâíå-
íèÿ (1.6) ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ

f(N) = 0. (1.7)

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ N∗ óðàâíåíèÿ (1.6) óñòîé-
÷èâî ïî Ëÿïóíîâó, åñëè äëÿ ∀ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0, òàêîå, ÷òî åñëè
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|N(t0)−N∗| < δ, òî |N(t)−N∗| < ε äëÿ ∀t ∈ [t0; +∞).
Èíà÷å ãîâîðÿ, ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ óñòîé÷èâî, åñëè ìàëûå îòêëîíåíèÿ
îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íå âûâîäÿò ñèñòåìó èç åãî ìàëîé îêðåñòíîñòè.
Îïðåäåëåíèå 1.2. Ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå N∗ ñèñòåìû (1.6) íàçûâà-
åòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì, åñëè îíî óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó
è lim

t→+∞
(N(t)−N∗) = 0, êîãäà |N(t0)−N∗| < δ, ò. å. ìàëûå îòêëîíåíèÿ

çàòóõàþò ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.
Åñëè ôóíêöèÿ f(N) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå N∗, òî

õàðàêòåð óñòîé÷èâîñòè òî÷êè ïîêîÿ ìîæíî âûÿñíèòü, ïîñòðîèâ â åå
îêðåñòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåå ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå. Äëÿ ýòîãî
ôóíêöèþ f(N) ðàçëàãàþò â ðÿä Òåéëîðà è îñòàâëÿþò òîëüêî ëèíåéíûå
ñëàãàåìûå. Ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå èìååò âèä

dξ

dt
= f ′(N∗)ξ,

ãäå ξ(t) = N(t) − N∗ � îòêëîíåíèå îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ìîìåíò
âðåìåíè t. Óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ N∗ óðàâíåíèÿ (1.6)
îïðåäåëÿåòñÿ ïî çíàêó ïðîèçâîäíîé ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ â òî÷êå
ïîêîÿ:
1) åñëè f ′(N∗) < 0, òî N∗ � àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî;
2) åñëè f ′(N∗) ≥ 0, òî N∗ � íåóñòîé÷èâî.

Àíàëèçèðóÿ ïîâåäåíèå ì à ëûõ îòêëîíåíèé îò ïîëîæåíèÿ ðàâíî-
âåñèÿ, äåëàþò âûâîä î åãî ëîêàëüíîé óñòîé÷èâîñòè. Î ãëîáàëüíîé
óñòîé÷èâîñòè òî÷êè ïîêîÿ ìîæíî ãîâîðèòü ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà
óðàâíåíèå (1.6) èìååò òîëüêî îäíó òî÷êó ïîêîÿ è ëþáîå åãî ðåøåíèå
÷åðåç êîíå÷íûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè îêàæåòñÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè ïî-
êîÿ.

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

11. Êàê, çíàÿ ãðàôèê ôóíêöèè f(N), ïîñòðîèòü èíòåãðàëüíûå êðèâûå
óðàâíåíèÿ (1.6)? Äàéòå îáîñíîâàíèå ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ.
12. Íàéäèòå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôåðõþëüñòà �Ïèðëà (1838 ã., ëîãèñòè-
÷åñêàÿ ìîäåëü)

dN

dt
= (ε− αN)N, ε, α− const > 0, (1.8)
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óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

N(0) = N0. (1.9)

Ïîñòðîéòå èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâíåíèÿ (1.8). Äàéòå áèîëîãè÷å-
ñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ìîäåëè (1.8)�(1.9). Çíàÿ íà÷àëüíóþ ïëîòíîñòü N0,
ïðè÷åì N0 < K

2 (K = ε
α � åìêîñòü ñðåäû), âûÿñíèòå, â êàêîé ìîìåíò

âðåìåíè áóäåò íàáëþäàòüñÿ ìàêñèìàëüíûé ïðèðîñò ÷èñëåííîñòè ïîïó-
ëÿöèè.
Çàìå÷àíèå. Ïóñòü ïàðàìåòð K � åìêîñòü ñðåäû, òîãäà óðàâíåíèå (1.8) ìîæ-
íî çàïèñàòü â âèäå

dN

dt
=

εN

K
(K −N). (1.8′)

13. Äëÿ íåêîòîðîé ãðóïïû íàñåëåíèÿ óñòàíîâëåíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü
ðîæäåíèÿ â åäèíèöó âðåìåíè âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

(0,2 + 0,01N), c−1,

à âåðîÿòíîñòü ñìåðòè â åäèíèöó âðåìåíè ðàâíà
0,02N, c−1.

Ïðèíÿâ íà÷àëüíóþ ÷èñëåííîñòü íàñåëåíèÿ N0 ðàâíîé 5, ïîñòðîéòå
ãðàôèê ðåøåíèÿ äåòåðìèíèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Îïðåäåëèòå óñòàíî-
âèâøååñÿ ðåøåíèå.
14. Íàéäèòå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ãîìïåðòöà (1825 ã.)

dN

dt
= − εN

ln K
ln

N

K
, ε > 0, K > 1, (1.10)

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (1.9). Ïîñòðîéòå èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâ-
íåíèÿ (1.10) è ñðàâíèòå èõ ïîâåäåíèå ñ ïîâåäåíèåì èíòåãðàëüíûõ êðè-
âûõ ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1.8′). Çíàÿ íà÷àëüíóþ ïëîòíîñòü N0,
ïðè÷åì N0 < K

e (e � îñíîâàíèå íàòóðàëüíîãî ëîãàðèôìà), âûÿñíèòå, â
êàêîé ìîìåíò âðåìåíè áóäåò íàáëþäàòüñÿ ìàêñèìàëüíûé ïðèðîñò ÷èñ-
ëåííîñòè ïîïóëÿöèè.
15. Äëÿ çàäàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ε è K è ïðè íà÷àëüíîì óñëî-
âèè N(0) = N0 < K

2 ïîñòðîéòå ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëüíûå êðèâûå
äëÿ óðàâíåíèé Ôåðõþëüñòà �Ïèðëà (1.8′) è Ãîìïåðòöà (1.10). Âûÿñíè-
òå, â êàêîì ñëó÷àå áóäåò íàáëþäàòüñÿ áîëåå áûñòðîå íàñûùåíèå â ïîïó-
ëÿöèè.
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16. Ïóñòü äèíàìèêà ïîïóëÿöèè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
dN

dt
= aN(N − L)

K −N

K
, a > 0, K > L > 0, (1.11)

ãäå L � íèæíÿÿ êðèòè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü ïîïóëÿöèè (ïðè íà÷àëüíîì çíà-
÷åíèè N(0) < L ïîïóëÿöèÿ îáðå÷åíà íà âûìèðàíèå), K � ñòàöèîíàðíàÿ
ïëîòíîñòü, àíàëîãè÷íàÿ åìêîñòè ñðåäû â ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëè. Ïî-
ñòðîéòå èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâíåíèÿ (1.11), õàðàêòåðèçóþùèå äè-
íàìèêó ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè.
17. Âûïîëíèòå àíàëèç ìîäåëè äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè, êîòî-
ðàÿ ó÷èòûâàåò äâà ôàêòîðà � íèæíþþ êðèòè÷åñêóþ ãðàíèöó ÷èñëåííî-
ñòè è ñàìîîãðàíè÷åíèå (ñàìîëèìèòèðîâàíèå) ïðè áîëüøèõ ïëîòíîñòÿõ
(ìîäåëü À.Ä. Áàçûêèíà [3]):

dN

dt
= a · βN2

β + τN
− γN − σN2, a, β, τ, γ, σ − const > 0.

Ñ ïîìîùüþ êàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî óìåíüøèòü ðàçìåðíîñòü îá-
ëàñòè ïàðàìåòðîâ?

1.4. Äèíàìèêà ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè â ïåðèîäè÷åñêîé ñðåäå
18. Ðàññìîòðèì ìîäåëü Ìàëüòóñà, ó÷èòûâàþùóþ íåñòàöèîíàðíîñòü
ñðåäû:

dN

dt
= ε(t)N(t), N(0) = N0. (1.12)

Ïóñòü êîýôôèöèåíò ïðèðîñòà ε(t) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé
ñ ïåðèîäîì, ðàâíûì T (T > 0), ò. å.

ε(t + T ) = ε(t), ∀t > 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ε ñðåäíåå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà ïðèðîñòà ε(t) íà
ïðîìåæóòêå âðåìåíè äëèíîé T :

ε =
1
T

∫ t+T

t

ε(τ) dτ. (1.13)

1) Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ

ϕ(t) = e

∫ t

0

(ε(τ)− ε) dτ
(1.14)
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ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì T.

2) Âûÿñíèòå, îáëàäàåò ëè ðåøåíèå N = N(t) óðàâíåíèÿ (1.12) ñâîé-
ñòâîì ïåðèîäè÷íîñòè.

3) Ïóñòü ε = 0. Áóäåò ëè âåðíûì ðàâåíñòâî N = N0, ãäå N � ñðåäíåå
çíà÷åíèå ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè äëèíîé T?

19. Ðàññìîòðèì ëîãèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå
dN

dt
= (ε(t)− α(t)N)N (1.15)

â ñëó÷àå, êîãäà ε(t) è α(t) � íåïðåðûâíûå ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèè è
ε(t) = ε(t + T ), α(t) = α(t + T ) äëÿ ∀t > 0.

1) Ïîñòðîéòå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.15), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó
óñëîâèþ N(0) = N0.

2) Çàïèøèòå ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ϕ(t), îïðåäåëÿ-
åìîé âûðàæåíèåì (1.14).

3) Ïîêàæèòå, ÷òî ñ òå÷åíèåì âðåìåíè êðèâàÿ ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè
ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðîé ïåðèîäè÷åñêîé êðèâîé ñ ïåðèîäîì T, ò. å.

lim
t→∞

N(t + T )
N(t)

= 1.

Óêàçàíèå. Ïðåîáðàçîâàíèå âûðàæåíèé ìîæíî âûïîëíÿòü, ââåäÿ âñïîìî-
ãàòåëüíóþ ôóíêöèþ

ψ(t) =

∫ t

0

α(τ)eε̄τϕ(τ) dτ.

1.5. Ìîäåëè ýêñïëóàòèðóåìûõ ïîïóëÿöèé

20. (Çàäà÷à î ¾ëîâëå êàðàñåé¿.)1 Ïóñòü äèíàìèêà êàðàñåé â ïðóäó â
îòñóòñòâèå àíòðîïîãåííîãî âìåøàòåëüñòâà îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ëî-
ãèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

dx

dt
= (1− x)x,

1Àðíîëüä Â. È. Ýâîëþöèîííûå ïðîöåññû è îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ // Êâàíò. 1986. � 2. Ñ. 13�20.
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ãäå x = x(t) � ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè â ïðóäó â ìîìåíò âðåìåíè t (â
óñëîâíûõ åäèíèöàõ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èäåò âûëîâ êàðàñåé (íàïðèìåð,
ðûáîëîâåöêèé êîîïåðàòèâ ñíàáæàåò ìåñòíûé ðûáíûé ìàãàçèí æèâîé
ðûáîé).
1. Äîïóñòèì, ÷òî ñêîðîñòü îòëîâà ïîñòîÿííà è ðàâíà c. Çàïèøèòå óðàâ-

íåíèå îòëîâà. Âûïîëíèòå àíàëèç äèíàìèêè ïîïóëÿöèè â çàâèñèìîñòè
îò ñêîðîñòè îòëîâà.

2. Ôèêñèðóåì âìåñòî àáñîëþòíîé ñêîðîñòè îòëîâà îòíîñèòåëüíóþ, ò. å.
ôèêñèðóåì îòëàâëèâàåìóþ çà åäèíèöó âðåìåíè äîëþ p íàëè÷íîé ïî-
ïóëÿöèè. Çàïèøèòå óðàâíåíèå îòëîâà è âûÿñíèòå, cóùåñòâóþò ëè
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà p, ïðè êîòîðûõ áóäåò èìåòü ìåñòî îòëîâ, îáåñ-
ïå÷èâàþùèé óñòîé÷èâîå ïîëó÷åíèå óëîâà ñî ñêîðîñòüþ c = 1

4 .

21. Ïóñòü ñâîáîäíîå (áåç ýêñïëóàòàöèè) ðàçâèòèå ïîïóëÿöèè îïèñûâàåò-
ñÿ óðàâíåíèåì Ôåðõþëüñòà �Ïèðëà (1.8′). Åñëè èç ïîïóëÿöèè â äèñêðåò-
íûå ìîìåíòû âðåìåíè (âíåøíåå èìïóëüñíîå âîçäåéñòâèå) èçâëåêàåòñÿ
íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî áèîìàññû, òî äèíàìèêà ýêñïëóàòèðóåìîé ïîïó-
ëÿöèè ìîæåò áûòü îïèñàíà ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
ñ èìïóëüñàìè [54]:

dN

dt
=

ε

K
N(K −N), ∀t > 0, t 6= τi, (1.17)

4N(t)|t=τi
= N(τi + 0)−N(τi) = Ii, i = 1, 2, ..., (1.18)

ãäå τ1, τ2, ...(0 < τ1 < τ2 < ...) � ìîìåíòû âðåìåíè, â êîòîðûå îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ ìãíîâåííîå èçúÿòèå (ìîìåíòû èìïóëüñíîãî âîçäåéñòâèÿ),
è Ii � âåëè÷èíû èçâëåêàåìîé áèîìàññû (Ii > 0, i = 1, 2, ...).

Ïóñòü çàïëàíèðîâàíî èçâëå÷ü èç ïîïóëÿöèè çàäàííîå êîëè÷åñòâî
áèîìàññû I ïóòåì íåñêîëüêèõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ äèñêðåòíûõ âíåøíèõ
âîçäåéñòâèé. Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âåëè÷èíû áèîìàññû, èç-
âëåêàåìûå â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè, îãðàíè÷åíû ñíèçó, ò. å. I0 ≤ Ii,
i = 1, 2, . . ., ïðè÷åì 0 < I0 < K.

1. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà ïåðåãèáà ãðàôèêà ôóíêöèè N = N(t), êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.8'), óäîâëåòâîðÿþùèì íà÷àëüíîìó
óñëîâèþ (1.9), êîãäà N0 < K

2 , èìååò êîîðäèíàòû
(

1
ε

ln
(

K

N0
− 1

)
;

K

2

)
.
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2. Ïîêàæèòå, ÷òî âðåìÿ, íåîáõîäèìîå íà óâåëè÷åíèå áèîìàññû ñ íà÷àëü-
íîãî çíà÷åíèÿ N0 äî íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ N < K, ðàâíî

t(N) =
1
ε

ln
(

K/N0 − 1
K/N − 1

)
äëÿ ∀N ∈ [N0; K).

3. Ïîêàæèòå, ÷òî âðåìÿ íà óâåëè÷åíèå áèîìàññû íà âåëè÷èíó I ∈ (0; K)
ðàâíî

ψ(N) =
1
ε

ln

(
K
N − 1
K

N+I − 1

)
äëÿ ∀N ∈ (0; K − I).

4. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
A. Åñëè 0 < I1 < K, 0 < I2 < K, òî

(K + I1)(K + I2)
(K − I1)(K − I2)

≥
(

K + 1
2 (I1 + I2)

K − 1
2 (I1 + I2)

)2

. (1.19)

B. Åñëè Ii > 0, i = 1, n è I1 + I2 + . . . + In < K, òî

K + I1 + I2 + . . . + In

K − I1 − I2 − . . .− In
≥ (K + I1)(K + I2) . . . (K + In)

(K − I1)(K − I2) . . . (K − In)
. (1.20)

C. Åñëè 0 < I < mK è 1 ≤ m < n, òî
(

K + I/m

K − I/m

)m

>

(
K + I/n

K − I/n

)n

. (1.21)

D. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : R→ R, òàêàÿ, ÷òî äëÿ ∀I1, I2 ∈ R:

f(I1) + f(I2) ≥ 2f

(
I1 + I2

2

)
,

òîãäà äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ n ≥ 2 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

f(I1) + f(I2) + . . . + f(In) ≥ n f

(
I1 + I2 + . . . + In

n

)
, (1.22)

ãäe I1, I2, ..., In ∈ R.
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5. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà (1.19)�(1.22), äîêàæèòå ñëåäóþùèå óòâåðæ-
äåíèÿ:
A. Åñëè 0 ≤ I < K è 0 < N < K − I, òî ψ

(
K−I

2

) ≤ ψ(N).

B. Åñëè Ii > 0, i = 1, n è
n∑

i=1

Ii = I < K, òî

ψ(N) ≥
n∑

i=1

ψ

(
K − Ii

2

)
äëÿ ∀N ∈ (0; K − I).

C. Åñëè 0 < I1 < K è 0 < I2 < K, òî

ψ

(
K − I1

2

)
+ ψ

(
K − I2

2

)
≥ 2ψ

(
K − 1

2 (I1 + I2)
2

)
.

D. Åñëè 0 < I0 ≤ Ii < K, 0 < Ni < K − Ii, i = 1, m

è nI0 ≤ I < (n + 1)I0, ãäå I =
m∑

i=1

Ii, n ∈ N, òî

m∑

i=1

[t(Ni + Ii)− t(Ni)] ≥ n

[
t

(
K + I/n

2

)
− t

(
K − I/n

2

)]
.

6. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
a) 0 < I0 ≤ Ii < K, i = 1, 2, ...;
b)

∑
i

Ii = I, I0 < I;

c) nI0 ≤ I < (n + 1)I0, n ∈ Z+;
d) 0 < N0 < K

2 .

Äîêàæèòå, ÷òî âðåìÿ íà âîññòàíîâëåíèå óäàëåííîé áèîìàññû I ïó-
òåì äèñêðåòíûõ èçúÿòèé áóäåò ìèíèìàëüíûì â òîì ñëó÷àå, êîãäà
â ìîìåíòû âðåìåíè

τi =
1
ε

ln

(
K −N0

N0

(
nK + I

nK − I

)2i−1
)

, i = 1, n,

ïðîèçâîäèòñÿ èçúÿòèå áèîìàññû â îáúåìå I
n , ãäå n � íàèáîëüøåå öå-

ëîå, ìåíüøåå èëè ðàâíîå I
I0

. Ïîêàæèòå, ÷òî ýòî âðåìÿ áóäåò ðàâíî

T =
2n

ε
ln

(
nK + I

nK − I

)
.
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Çàìå÷àíèå. Âðåìÿ íà âîññòàíîâëåíèå óäàëåííîé áèîìàññû áóäåò ðàâíî

T = n4τ, 4τ = t

(
K + I/n

2

)
− t

(
K − I/n

2

)
=

1

ε
ln

(
nK + I

nK − I

)2

.

22. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîïóëÿöèÿ, ñâîáîäíîå ðàçâèòèå êîòîðîé îïèñûâà-
åòñÿ çàêîíîì Ôåðõþëüñòà �Ïèðëà. Êîýôôèöèåíò åñòåñòâåííîãî ïðèðî-
ñòà ïîïóëÿöèè ε = 0,03. Åìêîñòü ñðåäû K = 100. Íà÷àëüíûé îáúåì
áèîìàññû N0 = 15. Çàïëàíèðîâàíî èçâëå÷ü èç ïîïóëÿöèè êîëè÷åñòâî
áèîìàññû I = 50 ïóòåì íåñêîëüêèõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ äèñêðåòíûõ èçú-
ÿòèé â îáúåìå íå ìåíåå âåëè÷èíû I0 = 15. Íàéäèòå ìîìåíòû èìïóëüñ-
íûõ èçúÿòèé è âåëè÷èíû èçûìàåìîé áèîìàññû â ýòè ìîìåíòû âðåìå-
íè òàê, ÷òîáû ñóììàðíîå âðåìÿ âîññòàíîâëåíèÿ èçâëå÷åííîé áèîìàññû
áûëî ìèíèìàëüíûì. Ïîñòðîéòå ãðàôèê, êîòîðûé îïèñûâàåò èçìåíåíèå
÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè ïðè íàéäåííîì ðåæèìå ýêñïëóàòàöèè.

1.6. Ìîäåëü ðûáíîé ïîïóëÿöèè.
Îïòèìàëüíûé ðåæèì ýêñïëóàòàöèè

Ïóñòü x(t) � ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè â ìîìåíò âðåìåíè t, λx(t) � ÷èñëåí-
íîñòü íåðåñòîâîãî ñòàäà, λ = const, 0 ≤ λ ≤ 1. Èçâåñòíî, ÷òî åæåãîä-
íûé ïðèðîñò ïîïóëÿöèè çà ñ÷åò åñòåñòâåííîãî âîñïðîèçâîäñòâà çàâèñèò
îò ôîíäà îòëîæåííîé íà íåðåñòèëèùå èêðû è âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå
Ðèêêåðà [24]:

αλxe−βx, α, β − const > 0,

ãäå αe−βx � ïëîòíîñòíî çàâèñèìûé êîýôôèöèåíò ðîæäàåìîñòè.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî åñòåñòâåííàÿ ñìåðòíîñòü ïðîïîðöèîíàëüíà

÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè, îáîçíà÷èâ ÷åðåç c = const > 0 êîýôôèöèåíò
ñìåðòíîñòè.

Ïðè ñôîðìóëèðîâàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñâîáîäíîå (áåç ýêñïëóàòà-
öèè) ðàçâèòèå ïîïóëÿöèè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

dx

dt
= αλxe−βx − cx. (1.23)

Ïóñòü ÷èñëåííîñòü íåðåñòîâîãî ñòàäà λx ðàñïðåäåëÿåòñÿ ñ äîëÿìè v
è 1 − v ñîîòâåòñòâåííî äëÿ èíêóáàöèè èêðû íà ðûáîçàâîäå è íåðåñòà
â åñòåñòâåííûõ óñëîâèÿõ (0 ≤ v ≤ 1).
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Ïðèðîñò ïîïóëÿöèè çà ñ÷åò èñêóññòâåííîãî âîñïðîèçâîäñòâà îïèñû-
âàåòñÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ γλxv, ãäå γ = const > 0 � êîýôôèöè-
åíò ðîæäàåìîñòè â èñêóññòâåííûõ óñëîâèÿõ. Òîãäà óðàâíåíèå, îïèñû-
âàþùåå ðàçâèòèå ïîïóëÿöèè, ïðèìåò âèä

dx

dt
= αλx(1− v)e−βx + γλxv − λxv − cx. (1.24)

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

23. Äàéòå àíàëèç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.23) â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ ìîäåëè α, λ, β, c, âûÿñíèâ âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ñòà-
öèîíàðíûõ ðåæèìîâ è õàðàêòåð èõ óñòîé÷èâîñòè.
24. Âûïîëíèòå àíàëèç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.24) â çàâèñèìîñòè îò çíà-
÷åíèé ïàðàìåòðîâ ìîäåëè α, λ, β, γ, c, v.

25. Áóäåì ñ÷èòàòü ïàðàìåòð v ôóíêöèåé âðåìåíè, ò. å. v = v(t). Ïóñòü
ïîïóëÿöèÿ ïîäâåðãàåòñÿ ïðîìûñëó ñ èíòåíñèâíîñòüþ u = u(t). Ñ ó÷åòîì
ïðîìûñëà ðàçâèòèå ïîïóëÿöèè îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ

dx

dt
= αλx(1− v)e−βx + γλxv − λxv − cx− u.

Òðåáóåòñÿ ñðåäè äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé:

0 ≤ v(t) ≤ 1, u(t) ≥ 0,

íàéòè îïòèìàëüíûå â ñìûñëå ìàêñèìóìà ôóíêöèîíàëà
∫ T

0

(pu + gλxv) dt,

èìåþùåãî ñìûñë ïðèáûëè.
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Òåìà 2
Íåïðåðûâíàÿ ìîäåëü äèíàìèêè âîçðàñòíîé

ñòðóêòóðû ïîïóëÿöèè
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü äèíàìèêè âîçðàñòíîé ñòðóêòóðû ïîïóëÿöèè
ñëåäóþùåãî âèäà:

∂x

∂t
+

∂x

∂τ
+ m(τ, t, N)x(τ, t) = 0, t > 0, 0 < τ < τ, (2.1)

x(0, t) = B(t) =
∫ τ

0

b(τ, t, N)x(τ, t) dτ, t > 0, (2.2)

N(t) =
∫ τ

0

x(τ, t) dτ, t > 0, (2.3)

x(τ, 0) = ϕ(τ), 0 < τ < τ, (2.4)

x(τ, t) = 0 τ ≥ τ , t > 0,

ãäå x(τ, t) � ïëîòíîñòü âîçðàñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ò. å. ÷èñëåííîñòü îñî-
áåé âîçðàñòà τ â ìîìåíò âðåìåíè t; b(τ, t,N),m(τ, t, N) � ñîîòâåòñòâåííî
êîýôôèöèåíòû ðîæäàåìîñòè è ñìåðòíîñòè; B(t) � ôóíêöèÿ ïîëíîé ðîæ-
äàåìîñòè â ìîìåíò âðåìåíè t; N(t) � îáùàÿ ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè â
ìîìåíò âðåìåíè t; ôóíêöèÿ ϕ(τ) çàäàåò íà÷àëüíîå âîçðàñòíîå ðàñïðå-
äåëåíèå. Çíà÷åíèå τ çàäàåò ïðåäåëüíûé âîçðàñò ïîïóëÿöèè. Èíîãäà èç
ìàòåìàòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé óäîáíåå ñ÷èòàòü âîçðàñò τ ïåðåìåííîé,
èçìåíÿþùåéñÿ îò 0 äî +∞. Ýòî äîïóñòèìî ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ îãðà-
íè÷åíèÿõ íà ôóíêöèè ðîæäàåìîñòè è ñìåðòíîñòè.

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

26. Äëÿ ñëó÷àÿ ñòàöèîíàðíîé ñðåäû [13, ãë. 8], êîãäà m(τ, t,N) = m(τ)
è b(τ, t, N) = b(τ), ñ÷èòàÿ τ = +∞, âûïîëíèòå ñëåäóþùèå çàäàíèÿ:
1) Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèþ x(τ, t) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

x(τ, t) =





ϕ(τ − t)e
−

t∫
0

m(τ−t+η) dη
, τ ≥ t;

B(t− τ)e
−

τ∫
0

m(η) dη
, τ < t.
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2) Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ ïîëíîé ðîæäàåìîñòè B(t) óäîâëåòâîðÿåò èí-
òåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

B(t) =

t∫

0

K(τ)B(t− τ) dτ + F (t), (2.5)

ãäå ôóíêöèè K(τ) è F (t) îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

K(τ) = b(τ) · e
−

∫ τ

0

m(η) dη
,

F (t) =
∫ ∞

t

b(τ) · e
−

∫ t

0

m(τ − t + η) dη
· ϕ(τ − t) dτ.

3) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.5) ñîîòâåòñòâóþùåå
åìó õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

1−K∗(p) = 0, (2.6)

ãäå K∗(p) � èçîáðàæåíèå Ëàïëàñà ôóíêöèè K(τ), èìååò åäèíñòâåí-
íûé âåùåñòâåííûé êîðåíü p∗, à âñå îñòàëüíûå åãî êîðíè pk êîìïëåêñ-
íûå è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Repk < p∗. Óñòàíîâèòå, ðåøåíèåì êà-
êîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè êîì-
ïëåêñíûõ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî åñëè p = α + iβ (β 6= 0) � êîìïëåêñ-
íûé êîðåíü óðàâíåíèÿ (2.6), òî è p = α− iβ òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì
óðàâíåíèÿ (2.6)?

4) Äîêàæèòå ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

A. Åñëè
+∞∫
0

K(τ) dτ > 1, òî p∗ > 0.

B. Åñëè
+∞∫
0

K(τ) dτ = 1, òî p∗ = 0.

C. Åñëè
+∞∫
0

K(τ) dτ < 1, òî p∗ < 0.

Çíàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ K(τ) õàðàêòåðèçóåò ðåïðîäóêòèâíûå ñâîéñòâà ïî-
ïóëÿöèè, äàéòå èíòåðïðåòàöèþ óòâåðæäåíèé.
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5) Ïóñòü c = res
p=p∗

B∗(p), ãäå B∗(p) = F∗(p)
1−K∗(p) , à F ∗(p) � èçîáðàæåíèå

Ëàïëàñà ôóíêöèè F (t). Äîêàæèòå, ÷òî c > 0.

6) Ïîñòðîéòå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.5).

7) Ïîñòðîéòå ïðåäåëüíóþ âîçðàñòíóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ îïèñûâàåò
âîçðàñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîïóëÿöèè ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ t.

27. Íàéäèòå ðåøåíèå x(τ, t) çàäà÷è (2.1)�(2.4) â ñëó÷àå, êîãäà b(τ) =
= b = const > 0, m(τ) = m = const > 0, ϕ(τ) = δ(τ − A), ãäå δ(t) �
ôóíêöèÿ Äèðàêà, A = const > 0. Êàêîâ ñìûñë ôóíêöèè ϕ(τ)? Äàéòå èí-
òåðïðåòàöèþ íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ. Óñòàíîâèòå ïðåäåëüíóþ âîçðàñòíóþ
ñòðóêòóðó.
28. Îïðåäåëèòå âèä ôóíêöèè x(τ, t) â ñëó÷àå, êîãäà ñìåðòíîñòü â ïîïó-
ëÿöèè íå çàâèñèò îò âîçðàñòà è ïîñòîÿííà, à b(τ) = b0δ(τ−τ0), ãäå b0, τ0

� ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû. Äàéòå ñîäåðæàòåëüíóþ èíòåðïðåòàöèþ
âûðàæåíèÿ, çàäàþùåãî ôóíêöèþ b(τ).

29. Îïðåäåëèòå âèä ôóíêöèè x(τ, t), åñëè m(τ) = m = const > 0, à
b(τ) =

{
b0, τ ∈ [τ1, τ2];
0, èíà÷å.

Êàê ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü âûðàæåíèå, çàäàþùåå ôóíêöèþ b(τ)?

30. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ ñìåðòíîñòè çàâèñèò òîëüêî îò îáùåé
÷èñëåííîñòè, ò. å. m = m(N). Ïóñòü ôóíêöèÿ x(τ, t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíè-
åì çàäà÷è (2.1)�(2.4), è ïóñòü g(τ) äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ âîç-
ðàñòà τ, òàêàÿ, ÷òî

g(τ)x(τ, t) → 0 ïðè τ → +∞.

Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèîíàëû

G(t) =

+∞∫

0

g(τ)x(τ, t) dτ è H(t) =

+∞∫

0

g′(τ)x(τ, t) dτ

óäîâëåòâîðÿþò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ [57]:

dG

dt
+ m(N)G(t)− g(0)B(t) = H(t).

31. Óñòàíîâèòå õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè N(t) ïðè t →∞ â ñëó÷àå,
êîãäà b(τ, t, N) = b0 è m(τ, t, N) = m0 + cN, ãäå b0,m0, c � ïîëîæèòåëü-
íûå êîíñòàíòû.
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32. Ïóñòü b(τ, t,N) = b0 · e−ατ , b0, α − const > 0, à m(τ, t, N) = m(N).
Äîêàæèòå, ÷òî åñëè B(0) = (b0 − α)N(0), òî B(t) = (b0 − α)N(t) äëÿ
ëþáîãî t > 0.

33. Íàéäèòå âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé N(t), B(t) è x(τ, t) äëÿ ñëó÷àÿ,
êîãäà b(τ, t, N) = b0 · e−ατ è m(τ, t,N) = m0, ãäå b0, α, m0 � ïîëîæèòåëü-
íûå ïîñòîÿííûå.
34. Ïóñòü b(τ, t, N) = b0τe−ατ è m(τ, t, N) = m0, ãäå b0, α, m0 � ïîëîæè-
òåëüíûå ïîñòîÿííûå. Ïðè êàêîì ñîîòíîøåíèè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè áóäåò
íàáëþäàòüñÿ ðîñò ïîïóëÿöèè?
35. Ïîñòðîéòå ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò ôóíêöèè ïîëíîé ðîæäàåìîñòè B(t) è îáùåé
÷èñëåííîñòè N(t) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà b(τ, t, N) = b0τe−ατ è m(τ, t, N) =
= m(N).

36. Íàéäèòå ðàâíîâåñíîå çíà÷åíèå îáùåé ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè â ñëó-
÷àå, êîãäà b(τ, t, N) = b0e

−ατ è m(τ, t, N) = m0 + cN. ßâëÿåòñÿ ëè îíî
óñòîé÷èâûì?
37. Ïóñòü m(τ, t, N) = m(N), b(τ, t, N) = b0e

−ατ . Ïîêàæèòå, ÷òî îòíî-
øåíèå N(t)

B(t) íå çàâèñèò îò âèäà ôóíêöèè m(N). ×åìó îíî ðàâíî?

38. Ïîñòðîéòå ìîäåëü äèíàìèêè âîçðàñòíîé ñòðóêòóðû ïîïóëÿöèè â
íåñòàöèîíàðíîé ñðåäå, åñëè â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè èç ïîïóëÿöèè
èçâëåêàåòñÿ ¾óðîæàé¿ îñîáåé âîçðàñòà τ > τ1, ïðîïîðöèîíàëüíûé ÷èñ-
ëåííîñòè îñîáåé ýòîãî âîçðàñòà. Äëÿ ïîñòðîåííîé ìîäåëè âûïîëíèòå
ñëåäóþùèå çàäàíèÿ [42]:

1) Ïîñòðîéòå óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè ïîëíîé ðîæäàåìîñòè B(t). Êàêîé
âèä îíî áóäåò èìåòü â ñëó÷àå, êîãäà b(τ, t) = b(τ), m(τ, t) = m(τ)
è t > τ1?

2) Ïîñòðîéòå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà
b(τ) = b0, m(τ) = m0, ϕ(τ) = δ(τ) è t > τ1.

39. Ïîñòðîéòå ìîäåëü äèíàìèêè âîçðàñòíîé ñòðóêòóðû ñ ó÷åòîì ìè-
ãðàöèè. Îïðåäåëèòå âèä ôóíêöèè x(τ, t) â ñëó÷àå, êîãäà b(τ, t) = b(τ)
è m(τ, t) = m(τ).
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Òåìà 3
Ïîíÿòèå óñòîé÷èâîãî ìíîãî÷ëåíà.

Êðèòåðèé Ðàóñà � Ãóðâèöà
Âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû
ñâîäèòñÿ (ïðè âåñüìà îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ) ê âîïðîñàì î êîðíÿõ õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû:
1) Ëåæàò ëè âñå êîðíè â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè?
2) Ëåæàò ëè âñå êîðíè âíóòðè êðóãà åäèíè÷íîãî ðàäèóñà?
Ðàññìàòðèâàåìîå ïðè ýòîì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä

a0λ
n + a1λ

n−1 + . . . + an−1λ + an = 0. (3.1)

Îòâåò íà ïåðâûé âîïðîñ ñâÿçàí ñ ïîíÿòèåì óñòîé÷èâîãî ìíîãî÷ëåíà.
Îïðåäåëåíèå 3.1. Ìíîãî÷ëåí ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ai:

Pn(λ) = a0λ
n + a1λ

n−1 + . . . + an−1λ + an, a0 > 0, (3.2)

íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì, åñëè âñå åãî íóëè λj ëåæàò â ëåâîé ïîëóïëîñ-
êîñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè λ, ò. å. Reλj < 0, j = 1, n.

Ïîëîæèòåëüíîñòü (ïðè a0 > 0) âñåõ êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà (3.2)
ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè ìíîãî÷ëåíà.
Òåîðåìà Ñòîäîëû [32]. Åñëè ìíîãî÷ëåí (3.2) ñ âåùåñòâåííûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè óñòîé÷èâ, òî (ïðè a0 > 0) âñå åãî êîýôôèöèåíòû ïîëî-
æèòåëüíû.

Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ïåðâîé è âòîðîé ñòåïåíè íåîáõîäèìîå óñëîâèå
óñòîé÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ è äîñòàòî÷íûì.
Òåîðåìà. Ìíîãî÷ëåí ïåðâîé è âòîðîé ñòåïåíè (ñ âåùåñòâåííûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè è ïðè a0 > 0) òîãäà è òîëüêî òîãäà óñòîé÷èâ, êîãäà
âñå åãî êîýôôèöèåíòû ïîëîæèòåëüíû [32].

Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèÿ îòðèöàòåëüíîñòè âåùåñòâåííûõ
÷àñòåé êîðíåé óðàâíåíèÿ (3.1) äàëè Ðàóñ è íåçàâèñèìî îò íåãî Ãóðâèö.
Êðèòåðèé Ðàóñà � Ãóðâèöà. Äëÿ òîãî ÷òîáû âñå êîðíè óðàâíå-
íèÿ (3.1) èìåëè îòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè, íåîáõîäèìî è
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äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå ãëàâíûå äèàãîíàëüíûå ìèíîðû ìàòðèöû Ãóð-
âèöà

G =




a1 a0 0 0 . . . 0
a3 a2 a1 a0 . . . 0
a5 a4 a3 a2 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . an




áûëè ïîëîæèòåëüíûìè.
Ìàòðèöà Ãóðâèöà èìååò ðàçìåðíîñòü n × n è ñîñòàâëÿåòñÿ ñëåäó-

þùèì îáðàçîì. Ïî ãëàâíîé äèàãîíàëè ðàñïîëàãàþòñÿ êîýôôèöèåíòû
ìíîãî÷ëåíà (3.2) íà÷èíàÿ ñ a1 äî an. Ñòîëáöû ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè
ñîñòîÿò èç êîýôôèöèåíòîâ ai ñ íå÷åòíûìè èíäåêñàìè, ñòîëáöû ñ ÷åò-
íûìè íîìåðàìè ñîñòîÿò èç ýëåìåíîâ ai ñ ÷åòíûìè èíäåêñàìè, âêëþ÷àÿ
a0. Âñå íåäîñòàþùèå ýëåìåíòû çàïîëíÿþòñÿ íóëÿìè.

Ãëàâíûå äèàãîíàëüíûå ìèíîðû ìàòðèöû Ãóðâèöà âû÷èñëÿþòñÿ òàê:

41 = a1, 42 =
∣∣∣∣

a1 a0

a3 a2

∣∣∣∣ , 43 =

∣∣∣∣∣∣

a1 a0 0
a3 a2 a1

a5 a4 a3

∣∣∣∣∣∣
, . . . ,

4n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a0 0 0 . . . 0
a3 a2 a1 a0 . . . 0
a5 a4 a3 a2 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ Ðàóñà �Ãóðâèöà ïðèíèìàþò âèä:

41 > 0, 42 > 0, . . . , 4n > 0.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ íà óñòîé÷èâîñòü ïîäðîáíî ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ â ðàáîòàõ [32, 47].

Èçâåñòíî, ÷òî êîìïëåêñíàÿ ôóíêöèÿ

λ =
w + 1
w − 1

îòîáðàæàåò âíóòðåííîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà ïëîñêîñòè λ íà ëåâóþ ïîëó-
ïëîñêîñòü ïëîñêîñòè w. Êîðíÿì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (3.1),
ëåæàùèì âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà |λ| < 1 (ò. å. ïî ìîäóëþ ìåíü-
øèì åäèíèöû), áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü êîðíè ïðåîáðàçîâàííîãî óðàâíå-
íèÿ
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a0(w + 1)n + a1(w + 1)n−1(w − 1) + . . . + an(w − 1)n = 0
èëè

b0w
n + b1w

n−1 + . . . + bn = 0, (3.3)

ëåæàùèå â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè ïëîñêîñòè w. Âîïðîñ î ðàñïîëîæåíèè
êîðíåé óðàâíåíèÿ (3.3) ìîæåò áûòü ðåøåí ñ ïîìîùüþ, íàïðèìåð, êðè-
òåðèÿ Ðàóñà �Ãóðâèöà.

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

40. Èññëåäóéòå íà óñòîé÷èâîñòü ñëåäóþùèå ìíîãî÷ëåíû:
1) λ4 + 2λ3 + 3λ2 + 2λ + 1;
2) λ5 + λ4 + 7λ3 + 4λ2 + 10λ + 3;
3) λ5 + 2λ4 + 3λ3 + 2λ2 + λ + 1.

41. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ α ∈ R ìíîãî÷ëåíû áóäóò óñòîé÷èâûìè?
1) λ3 + αλ2 + 2λ + 1;
2) λ4 + 2λ3 + λ2 + αλ + 3;
3) λ4 + 3λ3 + αλ2 + 2λ + 1.

42. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ α ∈ R, β ∈ R áóäóò óñòîé÷èâûìè ìíî-
ãî÷ëåíû?

1) λ3 + αλ2 + 2λ + β;
2) λ3 + αλ2 + βλ + 3;
3) λ4 + αλ3 + 2λ2 + βλ + 1.

43. Êàêîé âèä ïðèìóò óñëîâèÿ Ðàóñà �Ãóðâèöà äëÿ óðàâíåíèé ñ âåùå-
ñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè?

1) λ3 + a1λ
2 + a2λ + a3 = 0;

2) λ4 + pλ3 + qλ2 + pλ + 1 = 0.

44. Íàéäèòå íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ òîãî, ÷òîáû êîðíè
óðàâíåíèÿ λ2 + a1λ + a2 = 0 íàõîäèëèñü â åäèíè÷íîì êðóãå |λ| < 1.

45. Âûÿñíèòå, áóäóò ëè âñå êîðíè ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé íàõîäèòüñÿ
â åäèíè÷íîì êðóãå |λ| < 1:

1) 11λ4 − 8λ3 + 8λ2 − 4λ + 1 = 0;
2) λ4 + λ3 + λ = 0;
3) 7λ4 − 4λ3 + 30λ2 − 4λ + 3 = 0;
4) λ5 − λ2 − 1 = 0.
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Òåìà 4
Äèñêðåòíûå ìîäåëè ïîïóëÿöèîííîé äèíàìèêè

4.1. Çàäà÷à î êðîëèêàõ. Ðÿä Ôèáîíà÷÷è.
Ëèíåéíûå ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ
ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Ïåðâàÿ äîøåäøàÿ äî íàñ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äèíàìèêè ïîïóëÿöèè
ïðèâîäèòñÿ â êíèãå ¾Òðàêòàò î ñ÷åòå¿ (¾Liber abaci¿, 1202 ã.), íàïèñàí-
íîé êðóïíåéøèì èòàëüÿíñêèì ó÷åíûì Ëåîíàðäî Ôèáîíà÷÷è � Ëåîíàðäî
èç Ïèçû. Â ýòîé êíèãå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: ¾Íåêòî âû-
ðàùèâàåò êðîëèêîâ â ïðîñòðàíñòâå, ñî âñåõ ñòîðîí îáíåñåííîì âûñîêîé
ñòåíîé. Ñêîëüêî ïàð êðîëèêîâ ðîæäàåòñÿ â îäèí ãîä îò îäíîé ïàðû, åñëè
÷åðåç ìåñÿö ïàðà êðîëèêîâ ïðîèçâîäèò íà ñâåò äðóãóþ ïàðó, à ðîæäà-
þò êðîëèêè íà÷èíàÿ ñî 2-ãî ìåñÿöà ïîñëå ñâîåãî ðîæäåíèÿ?¿ Ðåøåíèåì
çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ðÿä ÷èñåë:

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, . . .

Ýòîò ðÿä âîøåë â èñòîðèþ êàê ðÿä Ôèáîíà÷÷è, à åãî ÷ëåíû � êàê ÷èñ-
ëà Ôèáîíà÷÷è. Ðÿä îïèñûâàåò ÷èñëåííîñòü ïîêîëåíèé áåç ó÷åòà ñìåðò-
íîñòè.

Ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà äëÿ ÷ëåíîâ ðÿäà Ôèáîíà÷÷è áûëà çàïèñàíà
ôðàíöóçñêèì ìàòåìàòèêîì Àëüáåðòîì Ãèðåðîì â 1634 ãîäó:

Un+2 = Un+1 + Un, (4.1)

ãäå n � íîìåð ÷ëåíà ðÿäà.
Â 1753 ã. ìàòåìàòèê èç Ãëàçãî Ðîáåðò Ñèìïñîí çàìåòèë, ÷òî ïðè

óâåëè÷åíèè ïîðÿäêîâîãî íîìåðà ÷ëåíîâ ðÿäà îòíîøåíèå ïîñëåäóþùåãî
÷ëåíà ê ïðåäûäóùåìó ïðèáëèæàåòñÿ ê ÷èñëó τ, íàçûâàåìîìó ¾çîëîòûì

ñå÷åíèåì¿, ðàâíîìó 1 +
√

5
2

≈ 1,6180 . . .

Ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå (4.1) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è êàê ëèíåé-
íîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå 2-ãî ïîðÿäêà.
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Ëèíåéíûì îäíîðîäíûì ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì n-ãî ïîðÿäêà ñ ïî-
ñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå âèäà

a0f(t+n)+a1f(t+n−1)+a2f(t+n−2)+ . . .+an−1f(t+1)+anf(t) = 0,
(4.2)

ãäå f(t) � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, t = 0, 1, 2, . . ., è ai � äåéñòâèòåëüíûå
êîýôôèöèåíòû, i = 0, n.

Åñëè ñîîòâåòñòâóþùåå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

a0λ
n + a1λ

n−1 + a2λ
n−2 + . . . + an−1λ + an = 0 (4.3)

èìååò ïðîñòûå êîðíè (êðàòíîñòü êîðíåé ðàâíà åäèíèöå), òî îáùåå ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ (4.2) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

f(t) = c1λ
t
1 + c2λ

t
2 + . . . + cnλt

n, (4.4)

ãäå λi, i = 1, 2, . . ., n � êîðíè óðàâíåíèÿ (4.3), ci � ïðîèçâîëüíûå ïîñòî-
ÿííûå, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ïî çàäàííûì óñëîâèÿì:

f(0) = f0, f(1) = f1, . . ., f(n− 1) = fn−1. (4.5)

Åñëè ñðåäè êîðíåé óðàâíåíèÿ (4.3) åñòü êðàòíûå êîðíè, òî îáùåå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.2) êðîìå ñëàãàåìûõ âèäà λt, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïðîñòûì êîðíÿì, ñîäåðæèò ñëàãàåìûå âèäà

(cm,1 + cm,2t + . . . + cm,kmtkm−1)λt
m,

ãäå λm � êîðåíü êðàòíîñòè km.
Ðåøåíèå f∗(t) ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (4.2), óäîâëåòâîðÿþùåå íà-

÷àëüíûì óñëîâèÿì: f∗(0) = f∗0 , f∗(1) = f∗1 , . . ., f∗(n − 1) = f∗n−1, íà-
çûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì, åñëè äëÿ ∀ε > 0 ñóùåñòâóåò δ(ε) > 0, òàêîå, ÷òî
äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ f(t) óðàâíåíèÿ (4.2), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì
(4.5), åñëè

|fi − f∗i | < δ ∀i = 0, 1, . . ., n− 1,
òî

|f(t)− f∗(t)| < ε ∀t = 0, 1, . . . (4.6)

Åñëè êðîìå âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (4.6) âûïîëíÿåòñÿ òàêæå óñëîâèå
lim

t→+∞
|f(t)− f∗(t)| = 0,

òî ðåøåíèå f∗(t) íàçûâåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì.
Äëÿ èññëåäîâàíèÿ íà óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ f(t) ≡ 0 óðàâ-

íåíèÿ (4.2) ïðèìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïðàâèëà:
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1. Åñëè âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (4.3) ïî ìîäóëþ
ìåíüøå åäèíèöû, òî ðåøåíèå f(t) ≡ 0 óðàâíåíèÿ (4.2) � àñèìïòî-
òè÷åñêè óñòîé÷èâî.

2. Åñëè õîòÿ áû îäèí êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (4.3)
ïî ìîäóëþ áîëüøå åäèíèöû, òî ðåøåíèå f(t) ≡ 0 íåóñòîé÷èâî.

3. Åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò ïðîñòûå êîðíè ñ ìîäóëÿ-
ìè, ðàâíûìè åäèíèöå, à îñòàëüíûå êîðíè, åñëè îíè åñòü, ïî ìîäóëþ
ìåíüøå åäèíèöû, òî ðåøåíèå f(t) ≡ 0 óñòîé÷èâî, íî íå àñèìïòîòè÷å-
ñêè.

4. Åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò õîòÿ áû îäèí êðàòíûé êî-
ðåíü ñ ìîäóëåì, ðàâíûì åäèíèöå, òî ðåøåíèå f(t) ≡ 0 íåóñòîé÷èâî.

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

46. Ïîñòðîéòå ôîðìóëó äëÿ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è, íàéäÿ ðåøåíèå ðàçíîñò-
íîãî óðàâíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî çàäàííûì óñëîâèÿì:

N(t + 2) = N(t + 1) + N(t), t ∈ Z+, (4.7)

N(0) = 0, N(1) = 1.

47. Äîêàæèòå, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.7) îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîé-
ñòâîì:

lim
t→+∞

N(t + 1)
N(t)

= τ,

ãäå τ � ¾çîëîòîå ñå÷åíèå¿.
48. Âíåñèòå â ìîäåëü (4.7) óòî÷íåíèå, êàñàþùååñÿ ñìåðòíîñòè, ñ÷èòàÿ,
÷òî ïðîäîëæèòåëüíîñòü æèçíè êðîëèêà:

1) 5 ëåò;
2) m ëåò, m ∈ N.
Âû÷èñëèòå êîëè÷åñòâî ïàð êðîëèêîâ, êîòîðîå áóäåò èìåòüñÿ ÷åðåç

n ëåò, n ∈ N.

49. Èññëåäóéòå íà óñòîé÷èâîñòü íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèé:
1) f(t + 2)− 2f(t + 1) + 5f(t) = 0;
2) f(t + 4) + f(t + 3) + f(t) = 0;
3) 7f(t + 4)− 4f(t + 3) + 30f(t + 2)− 4f(t + 1) + 3f(t) = 0.
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50. Íàéäèòå íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå àñèìïòîòè÷åñêîé
óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé:

1) a0f(t + 3) + a1f(t + 2) + a2f(t + 1) + a3f(t) = 0;
2) f(t + 4) + pf(t + 3) + qf(t) = 0;
3) f(t + 5) + pf(t) = 0.

51. Ïóñòü m, n ∈ N è m ≤ p. Óñòàíîâèòå óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòî-
ðûõ ñóùåñòâóåò óñòîé÷èâîå ðåøåíèå âèäà z(t) = c = const äëÿ ∀t > 0
óðàâíåíèÿ

z(t + 1) = (γ + 1)z(t) + (δ − γ)z(t−m)− δz(t− p),
ãäå γ, δ � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.

4.2. Ìîäåëè ïîïóëÿöèé ñ íåïåðåêðûâàþùèìèñÿ ïîêîëåíèÿìè
Ðàññìîòðèì ïîïóëÿöèþ, â êîòîðîé âçðîñëûå îñîáè, îñòàâëÿþùèå
ïîòîìñòâî â äàííîì ãîäó, ðåäêî äîæèâàþò èëè íèêîãäà íå äîæèâàþò
äî òîãî, ÷òîáû ðàçìíîæèòüñÿ â áóäóùåì ãîäó, êàê, íàïðèìåð, ó îäíî-
ëåòíèõ ðàñòåíèé, ìåëêèõ ãðûçóíîâ, ìíîãèõ íàñåêîìûõ. Ýòî îêàçûâàåò
âëèÿíèå íà äèíàìèêó ÷èñëåííîñòè òàêîé ïîïóëÿöèè. Ïðè ýòîì ìû èìå-
åì ñèñòåìó ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì, è åå äèíàìèêó åñòåñòâåííî îïèñû-
âàòü ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì

Nt+1 = F (Nt), (4.8)

ãäå Nt � ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè â ãîäó t, t = 0, 1, 2, . . ., à ôóíêöèÿ
F (N) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:
1) F (N) > 0 äëÿ ∀N > 0;

2) F (0) = 0;

3) F (N) âîçðàñòàåò â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè N = 0;

4) F (N) → k = const > 0 ïðè t → +∞.

Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4.8) íàçûâàåòñÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {Nt}t=0,1,2,..., ÷ëåíû êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (4.8).

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.8) âèäà Nt = N∗ = const äëÿ ∀t = 0, 1, 2, . . .
íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíûì, à òî÷êà N∗ � òî÷êîé ïîêîÿ (èëè ïîëîæå-
íèåì ðàâíîâåñèÿ, ñòàöèîíàðíîé òî÷êîé).
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Ðèñ. 4.1. Äèàãðàììû Ëàìåðåÿ:
à) îïðåäåëåíèå ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ; á) îïðåäåëåíèå çíà÷åíèé

÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè â ïîñëåäîâàòåëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè (ëåñòíèöà
Ëàìåðåÿ)

Âñå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè íàõîäÿòñÿ òàê, êàê êîðíè óðàâíåíèÿ

N = F (N). (4.9)

Åñëè ôóíêöèÿ Nt ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé, òî èìååþò ñìûñë òîëü-
êî íåîòðèöàòåëüíûå êîðíè óðàâíåíèÿ (4.9).

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.8) ìîæíî íàãëÿäíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ñ ïî-
ìîùüþ äèàãðàììû è ëåñòíèöû Ëàìåðåÿ (ðèñ. 4.1). Àáñöèññû òî÷åê ïå-
ðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñû ïåðâîé ÷åòâåðòè êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè (N, y)
îïðåäåëÿþò ðàâíîâåñíûå ñîñòîÿíèÿ. Íà ðèñ. 4.1à ïîêàçàí ñïîñîá íàõîæ-
äåíèÿ çíà÷åíèé Nt â ïîñëåäîâàòåëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè. Ïóñòü â íà-
÷àëüíûé ìîìåíò t = 0 èìååì N = N0, òîãäà F (N0) = N1 çàäàåò çíà÷å-
íèå N â ìîìåíò âðåìåíè t = 1. Âåëè÷èíà N1, â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäå-
ëÿåò çíà÷åíèå F (N1) = N2. È òàê äàëåå. Íà ðèñ. 4.1á ïðèâåäåí ïðèìåð,
êîãäà ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � òðàåêòîðèÿ ðàçâèòèÿ ïîïóëÿöèè �
ñõîäèòñÿ ê ðàâíîâåñíîìó ñîñòîÿíèþ, ñîâåðøàÿ çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ.

Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå Nt = N∗, t = 0, 1, 2, . . ., íàçûâàåòñÿ óñòîé-
÷èâûì, åñëè äëÿ ∀ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0, òàêîå, ÷òî
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|Nt −N∗| < ε äëÿ ∀t ≥ 0, åñëè |N0 −N∗| < δ.

Åñëè lim
t→+∞

(Nt −N∗) = 0, êîãäà |N0 −N∗| < δ, òî ðåøåíèå Nt = N∗,

t = 0, 1, 2, . . ., íàçûâàþò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì.

Â ñëó÷àå êîãäà ôóíêöèÿ F (N) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìîé, ïîñòðîèâ ñîîòâåòñòâóþùåå ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå

ξt+1 = F ′(N∗)ξt,

ãäå ξt = Nt −N∗ � îòêëîíåíèå îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ìîìåíò âðå-
ìåíè t, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä îá óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Åñëè |F ′(N∗)| < 1, òî N∗ � àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå
ðàâíîâåñèÿ, ïðè÷åì åñëè 0 < F ′(N∗) < 1, òî îòêëîíåíèÿ ìîíîòîííî
çàòóõàþò, åñëè −1 < F ′(N∗) < 0, òî îòêëîíåíèÿ çàòóõàþò, à òðàåêòîðèÿ
ñîâåðøàåò çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ.

Åñëè |F ′(N∗)| > 1, òî N∗ � íåóñòîé÷èâî, ïðè÷åì èìååò ìåñòî ìîíî-
òîííîå íàðàñòàíèå îòêëîíåíèé, êîãäà F ′(N∗) > 1; åñëè æå F ′(N∗) < −1,
òî òðàåêòîðèÿ ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ ñ íàðàñòàþùåé àìïëèòóäîé.

Åñëè |F ′(N∗)| = 1 èëè F ′(N∗) = 0, òî ïî ïîâåäåíèþ ðåøåíèÿ ñî-
îòâåòñòâóþùåãî ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ íåëüçÿ ñäåëàòü âûâîä îá
óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è òðåáóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå èñ-
ñëåäîâàíèÿ.

Ïðè àíàëèçå óðàâíåíèÿ (4.8) êðîìå èññëåäîâàíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ðå-
øåíèé âûÿñíÿþò íàëè÷èå è õàðàêòåð óñòîé÷èâîñòè ïåðèîäè÷åñêèõ ðå-
øåíèé (öèêëîâ).

Ðåøåíèå {N∗
t }|t=0,1,2... óðàâíåíèÿ (4.8), ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íîãî íàáî-

ðà T (T > 1) çíà÷åíèé, ïîâòîðÿþùèõñÿ â ñòðîãîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
ò. å. êîãäà:

1) N∗
t = N∗

t+T , t = 0, 1, 2, . . .,

2) N∗
t+j 6= N∗

t , j = 1, 2, . . ., T − 1,

íàçûâàþò öèêëîì äëèíû T (èëè T -òî÷å÷íûì öèêëîì, èëè ïðîñòî T -
öèêëîì).

Öèêë äëèíû T áóäåì çàïèñûâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
(N<T>

1 , N<T>
2 , . . ., N<T>

T ).
Òî÷êè N<T>

i , i = 1, T , îáðàçóþùèå öèêë, ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþ-



Òåìà 4. Äèñêðåòíûå ìîäåëè ïîïóëÿöèîííîé äèíàìèêè 29

ùåé ñèñòåìû:




N2 = F (N1),
N3 = F (N2),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
NT = F (NT−1),
N1 = F (NT ),
Ni 6= Nj , ∀i 6= j, i, j = 1, 2, . . ., T.

Î÷åâèäíî, ÷òî îíè íàõîäÿòñÿ ñðåäè êîðíåé óðàâíåíèÿ

N = F (F (. . . F (N) . . .)) = F (T )(N).

Öèêë (N<T>
1 , N<T>

2 , . . ., N<T>
T ) íàçûâàþò ïðèòÿãèâàþùèì, îòòàë-

êèâàþùèì èëè íåéòðàëüíûì, åñëè ñîîòâåòñòâåííî:

λ<T> =

∣∣∣∣∣
T∏

j=1

(
dF
dN

)∣∣
N<T >

j

∣∣∣∣∣ < 1;

λ<T> > 1;

λ<T> = 1.

Íàðÿäó ñ ðàâíîâåñèåì è öèêëàìè ìîæíî âûäåëèòü åùå îäèí òèï
ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (4.8). Ýòî òàê íàçûâàåìûå
õàîòè÷åñêèå òðàåêòîðèè, ò. å. íåïåðèîäè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{Nt}t=0,1,..., è äàæå, áîëåå òîãî, íå ñòðåìÿùèåñÿ íè ê êàêîìó ïðèòÿ-
ãèâàþùåìó ðàâíîâåñèþ èëè öèêëó. Ñóùåñòâóåò ñâÿçü ìåæäó íàëè÷èåì
öèêëà ïåðèîäà 3 è ñóùåñòâîâàíèåì õàîòè÷åñêèõ ðåøåíèé.
Òåîðåìà. Åñëè óðàâíåíèå (4.8) îáëàäàåò òðåõòî÷å÷íûì öèêëîì, òî
îíî èìååò òàêæå è ðåøåíèÿ ëþáîãî ïåðèîäà è, êðîìå òîãî, ñóùåñòâó-
åò íåñ÷åòíîå ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé N0, ïðè êîòîðûõ ðåøå-
íèå íå ñòðåìèòñÿ íè ê îäíîìó èç ýòèõ öèêëîâ, ò. å. õàîòè÷íî [41, 49].

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

52. Ïðîâåñòè èññëåäîâàíèå äèíàìèêè ïëîòíîñòè ïîïóëÿöèè, îïèñûâàå-
ìîé óðàâíåíèÿìè:

1. Nt+1 =
Nt

αNt + β
, α, β − const > 0.

Ñóùåñòâóþò ëè ñðåäè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ öèêëû äëèíû 2?
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2. Nt+1 =
mN2

t

N2
t + b

, m, n − const > 0, ãäå ïàðàìåòð m õàðàêòåðèçó-
åò âîñïðîèçâîäèòåëüíóþ ñïîñîáíîñòü âèäà, à ïàðàìåòð b îïðåäåëÿåò
âíóòðèâèäîâóþ êîíêóðåíöèþ ïðè ìàëûõ ÷èñëåííîñòÿõ.

3. Nt+1 = (1 − σ + µe−cNt)Nt, ãäå σ � const, êîýôôèöèåíò ñìåðòíîñòè
(0 < σ < 1); ïàðàìåòð c õàðàêòåðèçóåò ýêîëîãè÷åñêóþ åìêîñòü ñðå-
äû (c = const > 0); µ � const, êîýôôèöèåíò ðîæäàåìîñòè, µ > 0.
×èñëåííîñòü ïîïîëíåíèÿ, ïðèõîäÿùåãîñÿ íà îäíó âçðîñëóþ îñîáü,
âûðàæàåòñÿ ôóíêöèåé Φ(N, µ) = µe−cN .

53. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ðîñòà ïîïóëÿöèè â âèäå ëîãèñòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ (ïàðàáîëè÷åñêèé çàêîí):

N(t + 1) = 4AN(t)(1−N(t)), ãäå A ∈ [0; 1].

1) Îïðåäåëèòå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è èññëåäóéòå èõ íà óñòîé÷èâîñòü.
2) Ñóùåñòâóþò ëè ñðåäè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ öèêëû äëèíû 2?
54. Èññëåäóéòå íà óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ óðàâíåíèÿ

Nt+1 = αNt(1 + δNt)−β , α, β, δ − const > 0,

îïèñûâàþùåãî äèíàìèêó ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè [36]. Íà ïëîñêîñòè ïà-
ðàìåòðîâ (α, β) ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà δ ïîñòðîéòå
îáëàñòè çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ α è β, ïðè êîòîðûõ íàáëþäàåòñÿ:

1. ãèáåëü ïîïóëÿöèè;
2. ìîíîòîííîå ñòðåìëåíèå ê íåíóëåâîìó ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ;
3. çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ îòíîñèòåëüíî íåíóëåâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíî-

âåñèÿ.

55. Äîêàæèòå, ÷òî â ìîäåëè Ðèêêåðà

Nt+1 = Nt · eε(1−Nt
K ), (4.10)

ãäå ε,K � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, öèêë äëèíû 2 ñóùåñòâóåò è ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðèòÿãèâàþùèì, åñëè

2 < ε < ε0 ≈ 2,5266...

56. Âûÿñíèòå, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ε â ìîäåëè Ðèêêåðà
(4.10) ñóùåñòâóþò òðåõòî÷å÷íûå öèêëû.
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57. Âûïîëíèòå àíàëèç ìîäåëè Ìîðàíà �Ðèêêåðà [27]:

xt+1 =
axt

1 + γxt
e−

bxt
1+γxt , a, b, γ − const > 0. (4.11)

Ïðè γ = 0 óðàâíåíèå (4.11) � ìîäåëü Ðèêêåðà. Óñòàíîâèòå ñâÿçü ìåæäó
ïàðàìåòðàìè óðàâíåíèé (4.10) è (4.11) ïðè γ = 0.

4.3. Êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü Ëåñëè
Ïóñòü â ïîïóëÿöèè âûäåëåíî n âîçðàñòíûõ ãðóïï è âåêòîð-ñòîëáåö
X(t) = (x1(t), x2(t), . . ., xn(t))′ õàðàêòåðèçóåò âîçðàñòíóþ ñòðóêòóðó ïî-
ïóëÿöèè â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè t = 0, 1, 2, . . . Ôóíêöèÿ xi(t)
îïðåäåëÿåò ÷èñëåííîñòü îñîáåé âîçðàñòà i (i = 1, n) â ìîìåíò âðåìå-
íè t. Ìîäåëü Ëåñëè, êîòîðàÿ îïèñûâàåò äèíàìèêó âîçðàñòíîé ñòðóêòó-
ðû ïîïóëÿöèè, èìååò âèä

X(t + 1) = LX(t), (4.12)

ãäå ìàòðèöà L � ìàòðèöà Ëåñëè, èìåþùàÿ òàêóþ ñòðóêòóðó:

L =




b1 b2 . . . bn−1 bn

s1 0 . . . 0 0
0 s2 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . sn−1 0




.

Ýëåìåíòû ìàòðèöû L èìåþò ñëåäóþùèé ñìûñë: bi � êîýôôèöèåíò
ðîæäàåìîñòè i-é âîçðàñòíîé ãðóïïû, bi ≥ 0, i = 1, n; si � êîýôôèöèåíò
âûæèâàåìîñòè i-é âîçðàñòíîé ãðóïïû, 0 < si ≤ 1, i = 1, n− 1, sn = 0.

Âîçðàñòíîå ñîñòîÿíèå ïîïóëÿöèè â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

X(t) = LtX(0),

ãäå âåêòîð X(0) õàðàêòåðèçóåò íà÷àëüíîå âîçðàñòíîå ðàñïðåäåëåíèå.
Ìàòðèöà Ëåñëè ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé è, åñëè bn 6= 0, íåâûðîæ-

äåííîé è íåðàçëîæèìîé.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ìàòðèöû Ëåñëè èìååò âèä

λn − b1λ
n−1 − b2s1λ

n−2 − . . .− bns1s2 . . . sn−1 = 0. (4.13)
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Åñëè ìàòðèöà L èìååò ïðîñòóþ ñòðóêòóðó (èìååò ðîâíî n ëèíåéíî-
íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ) è n ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé, òî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.12) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

X(t) =
n∑

i=1

ciλ
t
ia

i, (4.14)

ãäå λi � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû L; ai � ñîáñòâåííûé âåêòîð-
ñòîëáåö, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λi; ci � ïðîèçâîëü-
íûå ïîñòîÿííûå, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ çàâèñÿò îò íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ X(0):

c = (c1, c2, . . . , cn)′ = A−1X(0),

ãäå A−1 � ìàòðèöà, îáðàòíàÿ äëÿ ìàòðèöû A = (a1, a2, . . ., an).
Òàê êàê ñòðîêè îáðàòíîé ìàòðèöû A−1 ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè

âåêòîð-ñòðîêàìè ìàòðèöû L, òî

ci = yi X(0), (4.15)

ãäå yi � ñîáñòâåííûé âåêòîð-ñòðîêà ìàòðèöû L, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîá-
ñòâåííîìó çíà÷åíèþ λi, è òàêîé, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå yiai = 1.

Òåîðåìà Ïåððîíà �Ôðîáåíèóñà [11]. Íåðàçëîæèìàÿ íåîòðèöà-
òåëüíàÿ ìàòðèöà A âñåãäà èìååò ïîëîæèòåëüíîå õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîå ÷èñëî r, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ. Ìîäóëè âñåõ äðóãèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë íå ïðåâîñ-
õîäÿò ÷èñëà r. ¾Ìàêñèìàëüíîìó¿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ÷èñëó r ñîîò-
âåòñòâóåò ñîáñòâåííûé âåêòîð z ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè.

Åñëè ïðè ýòîì A èìååò h õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë λ1 = r,
λ2, ..., λh, ïî ìîäóëþ ðàâíûõ r, òî ýòè ÷èñëà âñå ðàçëè÷íû ìåæäó ñîáîé
è ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ λh − rh = 0.

Ìàòðèöà L èìååò åäèíñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
λ1 = λmax. Åñëè îñòàëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû L óäîâëå-
òâîðÿþò ñòðîãîìó íåðàâåíñòâó |λi| < λmax äëÿ ∀i = 2, n, òî ìàòðè-
öà L ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíîé.

Ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (4.12), óäîâëåòâîðÿþùåìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ
X(0) = X0, ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ïðåäåëüíàÿ âîçðàñòíàÿ ôóíêöèÿ,
êîòîðàÿ â ñëó÷àå ïðèìèòèâíîé ìàòðèöû Ëåñëè L èìååò âèä

L(t,X0) = c1λ
t
maxa1 = y1X0λ

t
maxa1,
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à â ñëó÷àå íåïðèìèòèâíîé ìàòðèöû L � òàêîé:

L(t,X0) =
k∑

i=1

ciλ
t
ia

i =
k∑

i=1

yiX0λ
t
ia

i,

ãäå |λi| = λmax, i = 1, k.

Êðèòåðèé ïðèìèòèâíîñòè ìàòðèöû [11]. Ìàòðèöà B = ‖bi,j‖i,j=1,n

ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíîé, åñëè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë
n− n1, n1 − n2, ..., nq−1 − nq

ðàâåí åäèíèöå, ò. å.
ÍÎÄ(n− n1, n1 − n2, ..., nq−1 − nq) = 1,

ãäå n > n1 > n2 > . . . > nq � ñòåïåíè âñåõ íåíóëåâûõ ÷ëåíîâ õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöû B.

Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ t èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ïðèáëèæåííîå ðà-
âåíñòâî:

X(t) ≈ L(t,X0).
Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.12) çàâèñèò

îò λmax:

X(t) −→
t→+∞

{
+∞, åñëè λmax > 1,

0, åñëè λmax < 1.

Åñëè ìàòðèöà L � ïðèìèòèâíàÿ è λmax = 1, òî
X(t) −→

t→+∞
c1 a1.

Åñëè L � íåïðèìèòèâíàÿ ìàòðèöà è λmax = 1, òî óðàâíåíèå (4.12)
èìååò ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ (öèêëû) ñ ïåðèîäîì, ðàâíûì k.

Åñëè λmax = 1, òî óðàâíåíèå (4.12) èìååò íåíóëåâîå ñòàöèîíàðíîå
ðåøåíèå

X∗ = c1a
1 = y1X(0)a1,

êîòîðîå îïèñûâàåò ðàâíîâåñíîå âîçðàñòíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

58. Äîêàæèòå, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ìàòðèöû Ëåñëè èìå-
åò âèä

λn − b1λ
n−1 − b2s1λ

n−2 − b3s1s2λ
n−3 − . . .− bns1s2 . . . sn−1 = 0.
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59. Äîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöà L ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé è íåðàçëîæè-
ìîé, åñëè bn 6= 0.

60. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìàòðèöà Ëåñëè èìååò ïðîñòóþ ñòðóêòóðó, òî
âñå åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàçëè÷íû.
61. Ïîêàæèòå, ÷òî ñîáñòâåííûé âåêòîð-ñòîëáåö ìàòðèöû L, ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó âåêòîðó λi, ìîæåò áûòü íàéäåí ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

ai =
(

1,
s1

λi
,

s1s2

λ2
i

, . . .,
s1s2 . . . sn−1

λn−1
i

)′
.

62. Äîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöà Ëåñëè L èìååò åäèíñòâåííîå ïîëîæèòåëü-
íîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ1 = λmax, à äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |λi| ≤ λmax, i = 2, n.

63. Äîêàæèòå ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:
R = b1 + b2s1 + . . . + bns1s2 . . . sn−1 < 1 ⇒ λmax < 1;

R = 1 ⇒ λmax = 1;
R > 1 ⇒ λmax > 1.

64. Äîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöà L ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíîé òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà

ÍÎÄ(n1, n2, ..., nk−1, nk) = 1,

ãäå ni (i = 1, 2, ..., k) � íîìåðà òåõ âîçðàñòíûõ ãðóïï, êîòîðûå îñòàâëÿþò
ïîòîìñòâî, ò. å. bni

6= 0.

65. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ìàòðèöà L íåïðèìèòèâ-
íàÿ è λmax = 1, òî ïðåäåëüíàÿ âîçðàñòíàÿ ôóíê-
öèÿ L(t, X0) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì k,
ãäå k � êîëè÷åñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû L, ïî ìîäóëþ ñîâïà-
äàþùèõ ñ λmax.

66. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìàòðèöó, ñîñòàâëåííóþ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîð-
ñòîëáöîâ ìàòðèöû Ëåñëè L. Äîêàæèòå, ÷òî ñòðîêè îáðàòíîé ìàòðèöû
A−1 ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîð-ñòðîêàìè ìàòðèöû L.

67. Äîêàæèòå, ÷òî, çíàÿ íà÷àëüíîå âîçðàñòíîå ðàñïðåäåëåíèå X(0),
êîýôôèöèåíòû ci â îáùåì ðåøåíèè (4.14) óðàâíåíèÿ (4.12) ìîãóò áûòü
íàéäåíû ïî ôîðìóëå

ci = yiX(0),
ãäå yi � ñîáñòâåííûé âåêòîð-ñòðîêà, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó
çíà÷åíèþ λi ìàòðèöû L, è òàêîé, ÷òî yiai = 1.
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68. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî â ðàñòóùåé èëè ñòàöèîíàðíîé ïîïó-
ëÿöèè ÷èñëåííîñòè âîçðàñòíûõ ãðóïï íå âîçðàñòàþò ñ ðîñòîì íîìåðà
ãðóïïû, à åñëè æå ïîïóëÿöèÿ ãèáíåò äîñòàòî÷íî áûñòðî, òî âîçìîæíî
îáðàòíîå � ÷èñëåííîñòü ïîñëåäóþùåé âîçðàñòíîé ãðóïïû ïðåâîñõîäèò
÷èñëåííîñòü ïðåäûäóùåé?
69. Âûïîëíèòå èññëåäîâàíèå äèíàìèêè âîçðàñòíîé ñòðóêòóðû ïîïó-
ëÿöèè, îïèñûâàåìîé ñèñòåìîé ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (ìîäåëü Ëåñëè).
Îïðåäåëèòå âèä âåêòîð-ôóíêöèè X(t). Óñòàíîâèòå ïðåäåëüíóþ âîç-
ðàñòíóþ ñòðóêòóðó ïîïóëÿöèè.

1)

{
x1(t + 1) = 1,8 · x1(t) + x2(t),
x2(t + 1) = 0,4 · x1(t),

X(0) = (10, 10)′;

2)





x1(t + 1) = x2(t) + 2x3(t),
x2(t + 1) = 0,125 · x1(t),
x3(t + 1) = 0,25 · x2(t);

X = (10, 10, 1)′;

3)





x1(t + 1) = x2(t) + 4x3(t),
x2(t + 1) = 0,5 · x1(t),
x3(t + 1) = 0,25 · x2(t),

X(0) = (10, 10, 1)′.

70. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îñîáè ïîïóëÿöèè æèâóò òðè ãîäà è îñòàâëÿþò
ïîòîìñòâî òîëüêî íà âòîðîé ãîä æèçíè. Ïîëîâèíà îñîáåé ïåðâîé
âîçðàñòíîé ãðóïïû è òðåòü îñîáåé-äâóõëåòîê ÷åðåç ãîä ïåðåõîäÿò â
ñëåäóþùóþ âîçðàñòíóþ ãðóïïó. Îñîáè-äâóõëåòêè ïðîèçâîäÿò çà ãîä
12 íîâûõ. Òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü ïðåäåëüíóþ âîçðàñòíóþ ñòðóêòóðó
ïîïóëÿöèè.
71. Ïóñòü ñâîáîäíîå ðàçâèòèå ïîïóëÿöèè îïèñûâàåòñÿ ìîäåëüþ Ëåñëè
ñ ìàòðèöåé

L =




0 2 2
1/2 0 0
0 1/4 0


.

Âîçìîæíî ëè ýêñïëóàòèðîâàòü ïîïóëÿöèþ íà ñòàöèîíàðíîì óðîâíå, âû-
ïîëíÿÿ ïîñòðåïðîäóêòèâíîå èçúÿòèå íåêîòîðîé äîëè îñîáåé òîëüêî èç
âòîðîé âîçðàñòíîé ãðóïïû.
72. Ïóñòü ñâîáîäíîå ðàçâèòèå ïîïóëÿöèè îïèñûâàåòñÿ ìîäåëüþ Ëåñëè
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ñ ìàòðèöåé

L =




0 9 12
1/3 0 0
0 1/2 0


.

Îïðåäåëèòå, êàêîé ïðîöåíò îñîáåé êàæäîé âîçðàñòíîé ãðóïïû ìîæíî
èçâëåêàòü ïîñëå åå ðåïðîäóêöèè, îáåñïå÷èâàÿ ïðè ýòîì ìàêñèìàëüíóþ
ñòîèìîñòü óðîæàÿ. Ñòîèìîñòü èçâëåêàåìûõ îñîáåé èç êàæäîé âîçðàñò-
íîé ãðóïïû çàäàåòñÿ âåêòîðîì . Ðàññìîòðèòå ñëó÷àè, êîãäà C = (1, 1, 1)′

è C = (1, 10, 100)′. Ñäåëàéòå âûâîäû.
73. Ïóñòü ñâîáîäíîå ðàçâèòèå ïîïóëÿöèè îïèñûâàåòñÿ ìîäåëüþ Ëåñëè
ñ ìàòðèöåé

L =




0 2 2 1
1 0 0 0
0 1/2 0 0
0 0 1/2 0


.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ ñòàöèîíàðíûé ðåæèì ýêñïëóàòàöèè ïîïóëÿöèè ïóòåì
ïîñòðåïðîäóêòèâíîãî èçúÿòèÿ íåêîòîðîé äîëè îñîáåé òîëüêî èç âòîðîé
è òðåòüåé âîçðàñòíûõ ãðóïï. Ñòîèìîñòè èçûìàåìûõ îñîáåé äëÿ ýòèõ
âîçðàñòíûõ ãðóïï ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 6 è 4 óñëîâíûì åäèíèöàì.
Îïðåäåëèòå âåëè÷èíû èçúÿòèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ìàêñèìàëüíóþ ñòîè-
ìîñòü óðîæàÿ.

4.5. Îáîáùåííàÿ ìîäåëü Ëåñëè

Êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü Ëåñëè (4.12) ïðåäïîëàãàåò ïîñòîÿíñòâî êîýôôè-
öèåíòîâ ðîæäàåìîñòè è âûæèâàåìîñòè íåçàâèñèìî îò ïëîòíîñòè ïîïó-
ëÿöèè èëè ÷èñëåííîñòè îòäåëüíûõ âîçðàñòíûõ ãðóïï. Òàêîé ïîäõîä íå
âñåãäà îïðàâäàí. Ãîðàçäî áîëåå ÷àñòîé ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà âíóò-
ðèïîïóëÿöèîííûå ñâÿçè ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò ðàçìåðîâ âîçðàñòíûõ
ãðóïï. Ðàññìîòðèì îáîáùåííóþ ìîäåëü Ëåñëè, êîòîðóþ â ìàòðè÷íîì
âèäå ìîæíî çàïèñàòü òàê:

X(t + 1) = L(X(t)) ·X(t), (4.16)

ãäå ýëåìåíòû ìàòðèöû L ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè âåêòîðà ÷èñëåííîñòåé
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X(t) = (x1(t), x2(t), ..., xn(t))′:

L(X) =




b1(X) b2(X) . . . bn−1(X) bn(X)
s1(X) 0 . . . 0 0
0 s2(X) . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . sn−1(X) 0


.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèè bi(X) è si(X) � íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìûå è

bi(X) ≥ 0, i = 1, n, 0 < si(X) ≤ 1, i = 1, n− 1, sn(X) = 0.
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.16) âèäà X(t) = X∗ = const ∀t íàçûâàåòñÿ

ñòàöèîíàðíûì èëè ðàâíîâåñèåì. Ðàâíîâåñèÿ X∗ â ìîäåëè (4.16) îïðå-
äåëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ

X∗ = L(X∗)X∗. (4.17)

Óðàâíåíèå (4.17) èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå, åñëè ñóùåñòâóåò íåîòðè-
öàòåëüíûé âåêòîð X∗, òàêîé, ÷òî

b1(X∗) + b2(X∗)s1(X∗) + b3(X∗)s1(X∗)s2(X∗) + . . .

. . . + bn(X∗)s1(X∗) . . . sn−1(X∗) = 1. (4.18)

Óðàâíåíèå (4.18) ìîæåò èìåòü è íå îäíî ðåøåíèå. Òàê êàê ôóíê-
öèè bi è si ïðåäïîëàãàþòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè, òî äëÿ
àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä
ëèíåàðèçàöèè. Ôóíêöèè, ñîñòàâëÿþùèå âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè óðàâíå-
íèÿ (4.16), ðàçëàãàþòñÿ â îêðåñòíîñòè èññëåäóåìîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ X∗ â ðÿä Òåéëîðà, ñîõðàíÿÿ òîëüêî ëèíåéíûå ñëàãàåìûå. Ëèíåàðè-
çîâàííîå óðàâíåíèå èìååò âèä

ε(t + 1) = L̃ · ε(t), (4.19)

ãäå ε(t) = X(t) −X∗, à ýëåìåíòû ìàòðèöû L̃ âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

L̃ij =
∂

∂xj

(
n∑

k=1

Lij(X)xk(t)

)∣∣∣∣∣
X=X∗

.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.19) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
ε(t) = L̃t · ε(0),
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ãäå ε(0) � âåêòîð-ñòîëáåö, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå
îò ðàâíîâåñèÿ X∗.

Îá óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèÿ X∗ ìîæíî ñóäèòü ïî ñïåêòðó ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû L̃. Åñëè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû L̃
ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû, òî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ X∗ áóäåò àñèìï-
òîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ íà óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé ñèñòåì ðàçíîñòíûõ
óðàâíåíèé ðàññìîòðåíû â ðàáîòå [47].

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

74. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè ýëåìåíòû ìàòðèöû Ëåñëè çàâèñÿò îò îáùåé
÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè N(t) =

n∑
i=1

xi(t), ò. å. L = L(N), òî â îáîáùåííîé
ìîäåëè Ëåñëè âèäà

X(t + 1) = L(N)X(t)

ñóùåñòâóþò íåíóëåâûå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ X∗ = (x∗1, x
∗
2, ..., x

∗
n)′, åñëè

óðàâíåíèå

b1(N)+b2(N)s1(N)+b3(N)s1(N)s2(N)+. . .+bn(N)s1(N) . . . sn−1(N) = 1

èìååò íåîòðèöàòåëüíûå êîðíè N = N∗, êàæäûé èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåò
ðàâíîâåñíóþ îáùóþ ÷èñëåííîñòü â ïîïóëÿöèè

N∗ =
n∑

i=1

x∗i .

Êàê, çíàÿ N∗, íàéòè êîîðäèíàòû ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ X∗?

75. Èññëåäóéòå íà óñòîé÷èâîñòü ðàâíîâåñíîå âîçðàñòíîå ðàñïðåäåëåíèå
ïîïóëÿöèè, äèíàìèêà êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ îáîáùåííîé ìî-
äåëè Ëåñëè





x1(t + 1) = 2e−
1
2 N(t) · (x2(t) + 2x3(t)),

x2(t + 1) = 1
2e−

1
4 N(t) · x1(t),

x3(t + 1) = 1
4e−

1
4 N(t) · x2(t).

76. Ïóñòü äèíàìèêà âîçðàñòíîé ñòðóêòóðû ïîïóëÿöèè ñ ïëîòíîñòíîçà-
âèñèìûìè êîýôôèöèåíòàìè ðîæäàåìîñòè è âûæèâàåìîñòè îïèñûâàåòñÿ
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îáîáùåííîé ìîäåëüþ Ëåñëè âèäà

x1(t + 1) =
n∑

i=1

bie
−αN(t)xi(t),

xi(t + 1) = si−1e
−αN(t)xi−1(t), i = 2, 3, ..., n;

N(t) =
n∑

i=1

xi(t),

bi ≥ 0, i = 1, 2, ..., n, 0 < si ≤ 1, i = 1, 2, ..., n− 1.

1. Ïðè êàêîì óñëîâèè ïîïóëÿöèÿ èìååò íåíóëåâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâå-
ñèÿ? Íàéäèòå åãî êîîðäèíàòû.

2. Ïóñòü X∗ = (x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n)′ � âåêòîð, îïèñûâàþùèé ðàâíîâåñíîå âîç-

ðàñòíîå ðàñïðåäåëåíèå, N∗ =
n∑

i=1

x∗i � ðàâíîâåñíàÿ îáùàÿ ÷èñëåí-
íîñòü.
Äîêàæèòå, ÷òî N∗ = ln λ∗

α , ãäå λ∗ � ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷å-
íèå ìàòðèöû L:




b1 b2 . . . bn−1 bn

s1 0 . . . 0 0
0 s2 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . sn−1 0


.

4.5. Ìîäåëè äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè
ìíîãîâîçðàñòíîé ïîïóëÿöèè

Åñëè äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè âîçðàñòíîé ñòðóêòóðû ïîïóëÿöèè èñïîëü-
çóþòñÿ íåëèíåéíûå ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ, òî ìîäåëü â îáùåì âèäå
ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

X(t + 1) = F (X(t)), (4.20)

ãäå F (X) = (f1(X), f(X), ..., fn(X))′ � âåêòîð-ôóíêöèÿ, ôóíêöèÿ
fi(X(t)) îïðåäåëÿåò ÷èñëåííîñòü i-é âîçðàñòíîé ãðóïïû â ìîìåíò âðåìå-
íè t+1 ïî âîçðàñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ X(t) â ìîìåíò âðåìåíè t, i = 1, n.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ïîïóëÿöèè âûäåëåíî n âîçðàñòíûõ ãðóïï.

Ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ X∗ â ìîäåëè (4.20) ìîæíî íàéòè, ðåøèâ
óðàâíåíèå
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X∗ = F (X∗).

Åñëè ôóíêöèè fi(X) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè, òî
àíàëèç óñòîé÷èâîñòè íàéäåííûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ X∗ ≥ 0 ìîæíî
ïðîâåñòè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ëèíåàðèçàöèè, òàê æå êàê è äëÿ îáîáùåí-
íîé ìîäåëè Ëåñëè.

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

77. Ðàññìîòðèì ïîïóëÿöèþ, â êîòîðîé âûäåëåíî òðè âîçðàñòíûå ãðóï-
ïû. ×èñëåííîñòè ýòèõ ãðóïï â t-ì ãîäó îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç
x(t), y(t), z(t). Ïóñòü äèíàìèêà ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè îïèñûâàåòñÿ
ñèñòåìîé [43]: 




x(t + 1) = α1y(t) + α2z(t),
y(t + 1) = β1(x(t)− γx2(t)),
z(t + 1) = β2y(t) + β3z(t),

(4.21)

ãäå β1 � êîýôôèöèåíò âûæèâàåìîñòè îñîáåé ïåðâîé âîçðàñòíîé ãðóïïû
â ñëó÷àå ìàëîé åå ÷èñëåííîñòè; β2 � êîýôôèöèåíò âûæèâàåìîñòè îñîáåé
âòîðîé âîçðàñòíîé ãðóïïû äî ïåðåõîäà èõ â òðåòüþ; β3 � êîýôôèöèåíò
âûæèâàåìîñòè îñîáåé òðåòüåé âîçðàñòíîé ãðóïïû; α1, α2 � êîýôôè-
öèåíòû, õàðàêòåðèçóþùèå âîñïðîèçâîäèòåëüíóþ ñïîñîáíîñòü âòîðîé è
òðåòüåé âîçðàñòíûõ ãðóïï ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ïà-
ðàìåòðû ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè è ïðèíèìàþò ïîëîæèòåëüíûå
çíà÷åíèÿ. Åñòåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèå íà ìíîæåñòâî çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ βi:

0 ≤ βi ≤ 1, i = 1, 3.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî åñëè õîòÿ áû äëÿ îäíîé èç âîçðàñòíûõ ãðóïï
ìîäåëè ÷èñëåííîñòü îáðàùàåòñÿ â íóëü èëè ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíîé,
òî ñèñòåìà âûðîæäàåòñÿ.

Âûïîëíèòå ñëåäóþùèå çàäàíèÿ:

1. Íàéäèòå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (4.21).
2. Óñòàíîâèòå óñëîâèÿ íåâûðîæäåíèÿ ñèñòåìû (4.21) (óñëîâèÿ íåóñòîé-

÷èâîñòè íóëåâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ) äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà:
a) α1 = 0, b) α2 = 0.

78. Ðàññìîòðèì ïîïóëÿöèþ êàííèáàëîâ, â êîòîðîé âûäåëåíû äâå âîç-
ðàñòíûå ãðóïïû. Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: x(t) � ÷èñëåííîñòü
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ñòàðøåé âîçðàñòíîé ãðóïïû â t-ì ãîäó; y(t) � ÷èñëåííîñòü ìëàäøåé âîç-
ðàñòíîé ãðóïïû (ïèùà äëÿ ñòàðøèõ) â t-ì ãîäó.

Äèíàìèêà ðàçâèòèÿ ïîïóëÿöèè îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé ðàçíîñòíûõ
óðàâíåíèé [48]:

{
x(t + 1) = x(t)(α + βy(t)) + γy(t),
y(t + 1) = f(x(t))− x(t)(ρ + σy(t)) + δy(t), (4.22)

ãäå α + βx(t) � êîýôôèöèåíò âûæèâàåìîñòè äëÿ ñòàðøåé âîçðàñòíîé
ãðóïïû; γ � äîëÿ îñîáåé ìëàäøåé âîçðàñòíîé ãðóïïû, ïåðåõîäÿùèõ
â ñòàðøóþ; y(t)(ρ + σy(t)) � êîëè÷åñòâî îñîáåé ìëàäøåé ãðóïïû, èçú-
ÿòûõ õèùíèêîì â êà÷åñòâå ïèùè; δ � äîëÿ ìëàäøèõ îñîáåé, îñòàþùèõñÿ
ìëàäøèìè íà ñëåäóþùèé ãîä; f(x) � ôóíêöèÿ âîñïðîèçâîäñòâà, ñâÿ-
çûâàþùàÿ ÷èñëåííîñòü ðîäèòåëåé è ÷èñëåííîñòü ïîòîìñòâà, íàïðèìåð:
f(x) = Axe−bx èëè f(x) = Ax(b− x).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû â ñèñòåìå (4.22) ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿí-
íûìè è óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

α, γ, δ > 0, γ + δ < 1,

à äëÿ ôóíêöèè f(x) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî f(0) = 0.
Âûïîëíèòå ñëåäóþùèå çàäàíèÿ:

1. Íàéäèòå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (4.22).

2. Óñòàíîâèòå óñëîâèÿ íåâûðîæäåíèÿ ïîïóëÿöèè (ò. å. îïðåäåëèòå, ïðè
êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû (4.22) íóëåâîå ïîëîæåíèå ðàâ-
íîâåñèÿ íå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì).
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Òåìà 5
Íåïðåðûâíûå ìîäåëè ìíîãîâèäîâûõ ýêîñèñòåì

Ðàññìîòðèì ìîäåëè ìíîãîâèäîâûõ ýêîñèñòåì â âèäå àâòîíîìíîé ñèñòå-
ìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

dNi

dt
= fi(N1, N2, ..., Nn), i = 1, 2, ..., n, (5.1)

èëè â âåêòîðíîé çàïèñè

dN

dt
= f(N), N = (N1, N2, ..., Nn). (5.2)

Ïóñòü fi è ∂fi

∂Nk
íåïðåðûâíû äëÿ ∀t ∈ [t0; +∞), i, k = 1, 2, ..., n.

Ðåøåíèå N = Ñ(t) ñèñòåìû (5.2) íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïó-
íîâó, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ âñÿêîãî
ðåøåíèÿ N(t) ñèñòåìû (5.2), íà÷àëüíîå çíà÷åíèå êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿ-
åò íåðàâåíñòâó

‖N(t0)− Ñ(t0)‖ < δ, (5.3)

ïðè âñåõ t ≥ t0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
‖N(t)− Ñ(t)‖ < ε.

Ðåøåíèå Ñ(t) íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì, åñëè îíî
óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó è, êðîìå òîãî, âñå ðåøåíèÿ ñ äîñòàòî÷íî áëèç-
êèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè íåîãðàíè÷åííî ïðèáëèæàþòñÿ ê Ñ(t)
ïðè t → +∞, ò. å. èç íåðàâåíñòâà (5.3) ñëåäóåò ‖N(t) − Ñ(t)‖ → 0 ïðè
t → +∞.

Âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè äàííîãî ðåøåíèÿ N = Ñ(t) ñècòåìû (5.2)
ñâîäèòñÿ ê âîïðîñó îá óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ x(t) ≡ 0 äðó-
ãîé ñèñòåìû, ïîëó÷àåìîé èç óðàâíåíèÿ (5.2) çàìåíîé èñêîìîé ôóíêöèè
N(t)− Ñ(t) = x(t):

dx

dt
= F (x), (5.4)

ãäå x = (x1, x2, ..., xn), F (x) = (F1(x), ..., Fn(x)), F (x) = f(x(t)+Ñ(t))−
f(Ñ).
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Èññëåäîâàíèå íà óñòîé÷èâîñòü ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ.
Ïóñòü xi(t) ≡ 0 (i = 1, n) � ðåøåíèå ñèñòåìû (5.4). ×òîáû èññëåäîâàòü
åãî íà óñòîé÷èâîñòü, íàäî âûäåëèòü èç ôóíêöèé Fi(x) ëèíåéíóþ ÷àñòü
âáëèçè òî÷êè x1 = x2 = . . . = xn = 0, íàïðèìåð, ïî ôîðìóëå Òåéëîðà.
Â ðåçóëüòàòå áóäåò ïîñòðîåíà ñèñòåìà

dxi

dt
=

n∑

j=1

∂Fi(x)
∂xj

∣∣∣∣
x=0

xj + ψi(x), i = 1, n, (5.5)

êîòîðóþ ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ óñëîâèé îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé â
ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (5.4) ìîæíî èçó÷èòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé òåî-
ðåìû.
Òåîðåìà Ëÿïóíîâà. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

dxi

dt
=

n∑

j=1

aijxj + ψi(x), i = 1, n, (5.6)

ãäå ai,j � ïîñòîÿííûå, à ψi � áåñêîíå÷íî ìàëûå âûøå ïåðâîãî ïîðÿäêà,
òî÷íåå, ïðè |x| < ε0

|ψi(x)| ≤ γ(x)|x|, i = 1, n, γ(x) → 0 ïðè |x| → 0,

ãäå |x| =
√
|x1|2 + . . . + |xn|2.

Òîãäà åñëè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû (aij), i, j = 1, n,
èìåþò îòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè, òî íóëåâîå ðåøåíèå ñè-
ñòåìû àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, åñëè æå õîòü îäíî ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèå èìååò ïîëîæèòåëüíóþ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü, òî íóëåâîå ðå-
øåíèå íåóñòîé÷èâî.

Ñèñòåìó âèäà

dxi

dt
=

n∑

j=1

∂Fi(x)
∂xj

∣∣∣∣
x=0

xj , i = 1, n, (5.7)

ïî îòíîøåíèþ ê ñèñòåìå (5.4) áóäåì íàçûâàòü ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíåà-
ðèçîâàííîé.

Ïðè èññëåäîâàíèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ, êîòîðûì â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñîîò-
âåòñòâóþò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ñèñòåìà (5.1) èìååò ñòàöèîíàðíûå
ðåøåíèÿ N(t) = N∗ = (N∗

1 , ..., N∗
n) = const, åñëè ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ

ñèñòåìû óðàâíåíèé
fi(N) = 0, i = 1, n. (5.8)
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Äëÿ èññëåäîâàíèÿ íà óñòîé÷èâîñòü íàéäåííûõ ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ
ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä ëèíåàðèçàöèè, ïîñòðîèâ ñîîòâåòñòâóþùóþ ëè-
íåàðèçîâàííóþ ñèñòåìó â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ N∗:

dξi

dt
=

n∑

j=1

∂fi(N)
∂Nj

∣∣∣∣
N=N∗

ξj , i = 1, n, (5.9)

ãäå ξi = Ni − N∗
i , i = 1, n � îòêëîíåíèå îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Â ñëó÷àå êîãäà ôóíêöèè fi(N) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû, óñëî-
âèÿ òåîðåìû Ëÿïóíîâà îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé â ïðàâîé ÷àñòè ñèñòå-
ìû âûïîëíåíû è, ñëåäîâàòåëüíî, óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ
îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì âåùåñòâåííûõ ÷àñòåé ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû
ñèñòåìû (5.9).

Î ïîíÿòèÿõ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà è ôàçîâîé ïëîñêîñòè, î êëàññè-
ôèêàöèè òî÷åê ïîêîÿ (ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ) è ïðèåìàõ ïîñòðîåíèÿ
ôàçîâîãî ïîðòðåòà àâòîíîìíîé ñèñòåìû (5.1) ñì. ñëåäóþùèå ðàáîòû:
[31, ãë. 4], [45, ãë. 5], [51, ãë. 4], [8, ãë. 6], [21, ãë. 2], [52].

5.1. Ìîäåëè êîíêóðåíòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ âèäîâ
Ðàññìîòðèì ñîîáùåñòâî äâóõ âèäîâ, êîíêóðèðóþùèõ çà îáùèé ðåñóðñ.
Ïîä êîíêóðåíòíûì ñîîáùåñòâîì áóäåì ïîíèìàòü òàêîå ñîîáùåñòâî, â
êîòîðîì óâåëè÷åíèå ÷èñëåííîñòè îäíîãî âèäà ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ
÷èñëåííîñòè äðóãîãî. Ïóñòü ôóíêöèè N1(t) è N2(t) õàðàêòåðèçóþò ÷èñ-
ëåííîñòü ïåðâîãî è âòîðîãî âèäà ñîîòâåòñòâåííî. Â îáùåì âèäå ìîäåëü,
êîòîðàÿ îïèñûâàåò äèíàìèêó òàêîãî ñîîáùåñòâà, ìîæíî çàïèñàòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: {

dN1
dt = F1(N1, N2) ·N1,

dN2
dt = F2(N1, N2) ·N2,

(5.10)

ãäå ôóíêöèè F1(N1, N2) è F2(N1, N2) � êîýôôèöèåíòû ïðèðîñòà ïåðâîãî
âèäà è âòîðîãî âèäà ñîîòâåòñòâåííî, òàêèå, ÷òî

∂F1(N1, N2)
∂N2

< 0 è ∂F2(N1, N2)
∂N1

< 0. (5.11)

Åñëè â ìîäåëè (5.10) ó÷èòûâàåòñÿ è âíóòðèâèäîâàÿ êîíêóðåíöèÿ, òî
ôóíêöèè F1 è F2, êðîìå òîãî, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

∂F1(N1, N2)
∂N1

< 0 è ∂F2(N1, N2)
∂N2

< 0. (5.12)
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79. Èññëåäóéòå õàðàêòåð íåïîäâèæíûõ òî÷åê ìîäåëè, îïèñûâàþùåé
êîíêóðåíöèþ âèäîâ:

dN1

dt
= (2−N1 − 2N2)N1,

dN2

dt
= (2− 2N1 −N2)N2.

Óêàæèòå èõ ïîëîæåíèå, íàéäèòå èçîêëèíû dN1
dt = 0, dN2

dt = 0 íà ïëîñ-
êîñòè N1, N2. Íàéäèòå ãëàâíûå íàïðàâëåíèÿ â íåïîäâèæíûõ òî÷êàõ.
Íàðèñóéòå ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû è äàéòå åìó èíòåðïðåòàöèþ â òåð-
ìèíàõ ïîâåäåíèÿ âèäîâ.
80. Èññëåäóéòå ïîâåäåíèå îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû, îïèñûâàþùåé êîíêó-
ðåíöèþ âèäîâ:

dN1

dt
= (1−N1 −N2)N1,

dN2

dt
= (ν −N2 − 4ν2N1)x2,

ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà ν äëÿ âñåõ ν > 0. Ïîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî è
õàðàêòåð íåïîäâèæíûõ òî÷åê ìåíÿþòñÿ ïðè ν = 1

4 è ν = 1. Íàðèñóéòå
òèïè÷íûå ôàçîâûå ïîðòðåòû äëÿ ν â èíòåðâàëàõ (0; 1

4 ), ( 1
4 ; 1) è (1;+∞).

81. Ðàññìîòðèì ñîîáùåñòâî, ñîñòîÿùåå èç äâóõ êîíêóðèðóþùèõ âèäîâ-
áëèçíåöîâ (âèäîâ, ñîâåðøåííî ðàâíîïðàâíûõ â êîíêóðèðóþùåì ñîîá-
ùåñòâå). Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

x(t) � ÷èñëåííîñòü 1-ãî âèäà;
y(t) � ÷èñëåííîñòü 2-ãî âèäà;
ε � êîýôôèöèåíò âîñïðîèçâîäñòâà;
α � êîýôôèöèåíò âíóòðèâèäîâîé êîíêóðåíöèè;
β � êîýôôèöèåíò ìåæâèäîâîé êîíêóðåíöèè;

ε, α, β � const > 0.

Äèíàìèêà òàêîãî ñîîáùåñòâà îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé [46]:
{

dx
dt = εx− αx2 − βxy,
dy
dt = εy − αy2 − βxy.

Èññëåäóéòå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû íà óñòîé÷èâîñòü. Ïîñòðîéòå
ïàðàìåòðè÷åñêèé è ôàçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåìû.
82. Ðàññìîòðèì ñîîáùåñòâî, ñîñòîÿùåå èç äâóõ êîíêóðèðóþùèõ âèäîâ.
Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
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x(t) � ÷èñëåííîñòü 1-ãî âèäà;
y(t) � ÷èñëåííîñòü 2-ãî âèäà;

ε1, ε2 � êîýôôèöèåíòû âîñïðîèçâîäñòâà âèäîâ;
α1, α2 � êîýôôèöèåíòû âíóòðèâèäîâîé êîíêóðåíöèè;
β1, β2 � êîýôôèöèåíòû ìåæâèäîâîé êîíêóðåíöèè;

εi, αi, βi � const > 0, i = 1, 2.

Ïóñòü äèíàìèêà ñîîáùåñòâà îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé [36]:




dx

dt
= ε1x− α1x

2 − β1xy,

dy

dt
= ε2y − α2y

2 − β2xy.

Âûïîëíèòå ñëåäóþùèå çàäàíèÿ:
1. Ñ ïîìîùüþ êàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî óìåíüøèòü ðàçìåðíîñòü

îáëàñòè ïàðàìåòðîâ?
2. Íàéäèòå âñå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû è èññëåäóéòå èõ íà

óñòîé÷èâîñòü.
3. Ïîñòðîéòå ôàçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåìû.

5.2. Ìîäåëè ¾õèùíèê �æåðòâà¿

Ðàññìîòðèì ñîîáùåñòâî, ñîñòîÿùåå èç äâóõ âèäîâ, îäèí èç êî-
òîðûõ ÿâëÿåòñÿ æåðòâîé, âòîðîé � õèùíèêîì, ïèòàþùèìñÿ òîëü-
êî æåðòâîé. Ïóñòü N1(1), N2(t) � ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèé æåðò-
âû è õèùíèêà ñîîòâåòñòâåííî. Â ñàìîì îáùåì âèäå äèôôåðåí-
öèàëüíóþ ìîäåëü, êîòîðàÿ îïèñûâàåò äèíàìèêó ñîîáùåñòâà ¾õèù-
íèê �æåðòâà¿, ìîæíî çàïèñàòü òàê æå, êàê è ìîäåëü êîíêóðåíò-
íîãî ñîîáùåñòâà (5.10). Íî â íåé êîýôôèöèåíò ïðèðîñòà æåðò-
âû F1(N1, N2) óáûâàåò ñ âîçðàñòàíèåì ÷èñëåííîñòè õèùíèêà, à êî-
ýôôèöèåíò ïðèðîñòà õèùíèêà, íàîáîðîò, ðàñòåò ñ ðîñòîì ÷èñëà
æåðòâ, ìåíÿÿ ñâîé çíàê ñ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé (êîãäà íå÷åì ïè-
òàòüñÿ) íà ïîëîæèòåëüíûå, ò. å.

∂F1

∂N2
< 0,

∂F2

∂N1
> 0, F2(0, N2) < 0 < F2(+∞, N2).

Åñëè â ìîäåëè ó÷èòûâàåòñÿ âíóòðèâèäîâàÿ êîíêóðåíöèÿ, òî êîýô-
ôèöèåíòû ïðèðîñòà F1 è F2 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (5.12).
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83. Ïóñòü (N1(t), N2(t)) � ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèé òèïà
¾õèùíèê �æåðòâà¿ (ìîäåëü Ëîòêè �Âîëüòåððû):

dN1

dt
= (ε1 − γ1N2)N1,

dN2

dt
= (−ε2 + γ2N1)N2,

ãäå εi, γi � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, i = 1, 2. Îïðåäåëèì ñðåäíåå
çíà÷åíèå N i ôóíêöèè Ni(t) êàê

Ni =
1
T

T∫

0

Ni(t) dt,

ãäå T � ïåðèîä êîëåáàíèé. Ïîêàæèòå, ÷òî

N1 =
ε2
γ2

, N2 =
ε1
γ1

.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ìîäèôèöèðîâàíû, ò. å. äî-
áàâëåíû ÷ëåíû −αiNi, (αi > 0), ñîîòâåòñòâóþùèå èçúÿòèþ ÷àñòè ïî-
ïóëÿöèè (¾ñáîðó óðîæàÿ¿):

dN1

dt
= (ε1 − γ1N2)N1 − α1N1,

dN2

dt
= (−ε2 + γ2N1)N2 − α2N2.

Òàêàÿ ìîäèôèêàöèÿ âîçíèêàåò, íàïðèìåð, ïðè îïèñàíèè âëèÿíèÿ ðûáî-
ëîâñòâà íà ïîïóëÿöèè ðûá èëè èíñåêòèöèäîâ ïðè èçó÷åíèè ïîïóëÿöèè
íàñåêîìûõ.

Êàêîå âëèÿíèå äîáàâëåííûå â óðàâíåíèÿ ÷ëåíû îêàçûâàþò íà ñðåä-
íèå çíà÷åíèÿ N1 è N2?

84. Ïîêàæèòå, ÷òî ïåðèîä êîëåáàíèé T ìîæåò áûòü íàéäåí ïî ôîðìó-
ëå [20]:

T =

2π∫

0

dϕ

γ2 cos2 ϕ
(

ε1
γ1

+ ρ sin ϕ
)

+ γ1 sin2 ϕ
(

ε2
γ2

+ ρ cosϕ
) ,

ãäå ρ, ϕ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû òî÷êè òðàåêòîðèè ïðè óñëîâèè, ÷òî
íà÷àëî ñèñòåìû êîîðäèíàò ñîâìåùåíî ñ íåíóëåâûì ïîëîæåíèåì ðàâíî-
âåñèÿ ( ε2

γ2
, ε1

γ1
).
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85. Óñòàíîâèòå ïðèáëèæåííóþ ôîðìó ôàçîâûõ òðàåêòîðèé êëàññè÷å-
ñêîé ìîäåëè Ëîòêè �Âîëüòåððû è ïåðèîä êîëåáàíèé âáëèçè íåíóëåâîãî
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.
86. Ýêîëîãè÷åñêàÿ ñèñòåìà ¾õèùíèê �æåðòâà¿ íàõîäèòñÿ â ðàâíî-
âåñèè ïðè ÷èñëåííîñòè õèùíèêîâ, ðàâíîé 100 000, è æåðòâ, ðàâ-
íîé 75 000. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè îòñòðåë õèù-
íèêîâ äëÿ çàãîòîâîê ïðîäóêòîâ ïèòàíèÿ è, êðîìå òîãî, æåëà-
òåëüíî îáåñïå÷èòü ìàêñèìàëüíûå ïîñòàâêè ïðîäóêòîâ ïèòàíèÿ. Äëÿ
ýòîãî íåìåäëåííî ïðîèçâîäèòñÿ îòñòðåë 50 000 õèùíèêîâ áåç èç-
ìåíåíèÿ ÷èñëåííîñòè æåðòâ. ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ îáíàðóæèâà-
åòñÿ, ÷òî ÷èñëåííîñòü õèùíèêîâ è æåðòâ âîçðîñëà äî 80 000 è
112 500 ñîîòâåòñòâåííî. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî æåðòâ ìîæíî îæè-
äàòü, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ñâîáîäíîå ðàçâèòèå ñèñòåìû îïèñûâàåò-
ñÿ ìîäåëüþ Ëîòêè �Âîëüòåððû? Åñëè áû âîçíèêëà íåîáõîäèìîñòü
â êðàò÷àéøèé ñðîê óâåëè÷èòü ÷èñëåííîñòü õèùíèêîâ äî 106, òî êàê
ñëåäîâàëî áû ïîñòóïèòü ïðè ðàâíîâåñíûõ ÷èñëåííîñòÿõ [34]?
87. Ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ¾õèùíèê �æåðòâà¿ âèäà

{
dN1
dt = N1(ε1 − α1N1 − γ1N2),

dN2
dt = N2(−ε2 + γ2N1),

(5.13)

êîòîðàÿ îïèñûâàåò äèíàìèêó ñîîáùåñòâà ¾õèùíèê �æåðòâà¿ ñ ñàìîðå-
ãóëÿöèåé â ïîïóëÿöèè æåðòâû [20], ãäå N1(t) � ÷èñëåííîñòü æåðòâû,
N2(t) � ÷èñëåííîñòü õèùíèêà; ε1 � êîýôôèöèåíò åñòåñòâåííîãî ïðèðî-
ñòà æåðòâû ïðè ìàëîé åå ÷èñëåííîñòè â îòñóòñòâèå õèùíèêà; ε2 � êîýô-
ôèöèåíò ñìåðòíîñòè õèùíèêà â îòñóòñòâèå æåðòâû; α1 � êîýôôèöèåíò
âíóòðèâèäîâîé áîðüáû â ïîïóëÿöèè æåðòâû; γ1, γ2 � êîýôôèöèåíòû
èñòðåáëåíèÿ è ïåðåðàáîòêè õèùíèêîì áèîìàññû æåðòâû. Ïðåäïîëàãà-
åòñÿ, ÷òî âñå ïàðàìåòðû ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè è ïðèíèìàþò
ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ.

Ñ ïîìîùüþ çàìåíû
N1 = k1x, N2 = k2y, t = k3τ (5.14)

ñèñòåìà (5.13) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê âèäó
{

dx
dτ = x(E −A · x− y),
dy
dτ = y(−1 + x).

(5.15)

Âûïîëíèòå ñëåäóþùèå çàäàíèÿ:



Òåìà 5. Íåïðåðûâíûå ìîäåëè ìíîãîâèäîâûõ ýêîñèñòåì 49

1. Íàéäèòå êîýôôèöèåíòû ki, i = 1, 3, ïðåîáðàçîâàíèÿ (5.14).
2. Óñòàíîâèòå ñâÿçü ïàðàìåòðîâ A è E ñèñòåìû (5.15) ñ ïàðàìåòðàìè

ñèñòåìû (5.13).
3. Íàéäèòå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (5.15).
4. Èññëåäóéòå íà óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (5.15).
5. Ïîñòðîéòå ïàðàìåòðè÷åñêèé ïîðòðåò ñèñòåìû (5.15) íà ïëîñêîñòè ïà-

ðàìåòðîâ (A,E) è ñîîòâåòñòâóþùèå ôàçîâûå ïîðòðåòû.

88. Äëÿ ìîäåëè ¾õèùíèê �æåðòâà¿ ñ ¾ëîãèñòè÷åñêîé ïîïðàâêîé¿:

dx1

dt
= x1(1− x2 − αx1),

dx2

dt
= −x2(1− x1 + αx2), 0 ≤ α < 1,

ïîêàæèòå, ÷òî íåòðèâèàëüíàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ
öåíòðîì ïðè α = 0, ïðè 0 < α < 1 ïåðåõîäèò â óñòîé÷èâûé ôîêóñ.
Íàðèñóéòå ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû.
89. (Ìîäåëü Êîñòèöûíà.) Èññëåäóéòå íà óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ ìîäåëè ¾õèùíèê �æåðòâà¿ âèäà:

{
dN1
dt = N1(ε1 − α1N1 − δ1N2),

dN2
dt = N2(−ε2 − α2N2 + δ2N1),

ãäå N1(t) è N2(t) � ÷èñëåííîñòè æåðòâû è õèùíèêà ñîîòâåòñòâåííî. Ïà-
ðàìåòðû ìîäåëè εi, αi, δi− const > 0, i = 1, 2. Âîçìîæíî ëè óìåíüøåíèå
ðàçìåðíîñòè îáëàñòè çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ?
90. Ðàññìîòðèì ìîäåëü áèîëîãè÷åñêîãî ñîîáùåñòâà ¾õèùíèê �æåðòâà¿,
ó÷èòûâàþùóþ ñóùåñòâîâàíèå íèæíåé êðèòè÷åñêîé ïëîòíîñòè ïîïóëÿ-
öèè æåðòâû, âèäà [4]:





dx

dt
= ax(x− L)

K − x

K
− γxy,

dy

dt
= −εy + kγxy,

(5.16)

ãäå x(t) � ïëîòíîñòü ïîïóëÿöèè æåðòâû; y(t) � ïëîòíîñòü ïîïóëÿöèè
õèùíèêà; K,L � âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ êðèòè÷åñêèå ïëîòíîñòè ïîïóëÿöèè
æåðòâû ñîîòâåòñòâåííî (K, L−const è K > L > 0); k (k < 1) � êîýôôè-
öèåíò ïåðåðàáîòêè áèîìàññû æåðòâû â áèîìàññó õèùíèêà. Ïàðàìåòðû
ìîäåëè a, γ, ε ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè ïîñòîÿííûìè.
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1. Íàéäèòå êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåìåííûõ:

x = k1u, y = k2v, t = k3τ,

ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ñèñòåìà (5.16) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê âèäó




du

dτ
= u(u− l)(1− u)− uv,

dv

dτ
= −A(m− u)v.

(5.17)

2. Ïîñòðîéòå èíòåãðàëüíûå êðèâûå (òðàåêòîðèè), îïèñûâàþùèå äèíà-
ìèêó ïëîòíîñòè ïîïóëÿöèè æåðòâû â îòñóòñòâèå õèùíèêà.

3. Èññëåäóéòå íà óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (5.17).

4. Ïîñòðîéòå ïàðàìåòðè÷åñêèé è ôàçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåìû.

91. Ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ¾õèùíèê �æåðòâà¿ âèäà [28]:




N1

dt
= ε1N1 − α1N

2
1 −

γ1N1N2

1 + ρN1
,

dN2

dt
= m− bN2

1 + λN1
,

(5.18)

ó÷èòûâàþùóþ ýôôåêòû íàñûùåíèÿ è ìèãðàöèè â ïîïóëÿöèè õèùíèêà,
ãäå N1(t), N2(t) � ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè æåðòâû è õèùíèêà ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ïðè óñëîâèè, ÷òî

ρ = λ, b = 1,

âûïîëíèòå ñëåäóþùèå çàäàíèÿ:

1. Ñ ïîìîùüþ êàêîé çàìåíû ïåðåìåííûõ N1 → x, N2 → y ìîæíî
ñèñòåìó (5.18) ïðèâåñòè ê âèäó





dx

dt
= ε1x−A · x2 − γxy

1 + x
,

dy

dt
= 1− y

1 + x
.

(5.19)

2. Íàéäèòå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (5.19) è èññëåäóéòå èõ
íà óñòîé÷èâîñòü.
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3. Ïîñòðîéòå èíòåãðàëüíûå êðèâûå (òðàåêòîðèè), îïèñûâàþùèå äèíà-
ìèêó ïëîòíîñòè ïîïóëÿöèè æåðòâû â îòñóòñòâèå õèùíèêà.

92. Ïðè ñîçäàíèè çàïîâåäíèêîâ, íàöèîíàëüíûõ ïàðêîâ è â ðÿäå äðóãèõ
ñèòóàöèé âàæíî ó÷åñòü âëèÿíèå íà äèíàìèêó ýêîëîãè÷åñêèõ ñîîáùåñòâ
íàëè÷èÿ óáåæèù (÷àñòè àðåàëà æåðòâû, íåäîñòóïíîé äëÿ õèùíèêà).

Ïóñòü òåððèòîðèÿ, íà êîòîðîé îáèòàåò æåðòâà, ðàçáèòà íà äâå ÷àñòè,
îäíà èç êîòîðûõ íåäîñòóïíà äëÿ õèùíè÷åñòâà. Îáìåí îñîáÿìè ìåæ-
äó ýòèìè ÷àñòÿìè ñ÷èòàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûì ðàçíîñòè ïëîòíîñòåé
ïîïóëÿöèé. Íà òåððèòîðèè, íåäîñòóïíîé äëÿ õèùíèêà, ðàçìíîæåíèå
æåðòâû îïèñûâàåòñÿ çàêîíîì Ôåðõþëüñòà (çàäà÷à �12), à íà îñòàëü-
íîì àðåàëå ó÷èòûâàåòñÿ ýôôåêò Îëëè (çàäà÷à �16). Òàê ÷òî ìîäåëü
ðàññìàòðèâàåìîãî ñîîáùåñòâà èìååò âèä [9]:





dN1

dt
= (ε1 − γ1N1)N1 − d(N1 −N2),

dN2

dt
= ε2N2(N2 − L)

K −N2

K
− αN2N3 + d(N1 −N2),

dN3

dt
= −ε3N3 + kαN2N3,

ãäå N1(t), N2(t) � ïëîòíîñòè æåðòâû ñîîòâåòñòâåííî â óáåæèùàõ è âíå
èõ; N3(t) � ïëîòíîñòü ïîïóëÿöèè õèùíèêà. Êîýôôèöèåíò d õàðàêòåðè-
çóåò èíòåíñèâíîñòü îáìåíà ìåæäó ÷àñòÿìè àðåàëà.

Íàéäèòå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ñèñòåìå è âûÿñíèòå õàðàêòåð èõ
óñòîé÷èâîñòè.

5.3. Ìîäåëè âçàèìîäåéñòâèÿ n âèäîâ

Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó

dNi

dt
= Ni(εi −

N∑

j=1

γijNj), i = 1, n. (5.20)

Êîýôôèöèåíò εi õàðàêòåðèçóåò ñêîðîñòü åñòåñòâåííîãî ïðèðîñòà
(εi > 0) èëè ñìåðòíîñòè (εi < 0) i-ãî âèäà ïðè îòñóòñòâèè îñòàëüíûõ âè-
äîâ, i = 1, n. Êîýôôèöèåíòû γij îòðàæàþò õàðàêòåð âçàèìîäåéñòâèÿ âè-
äîâ i è j (i 6= j); γii � ïîêàçàòåëè âíóòðèâèäîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ,
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i = 1, n. Êîýôôèöèåíò γii âëèÿåò íà êîýôôèöèåíò åñòåñòâåííîãî ïðè-
ðîñòà ÷èñëåííîñòè i-ãî âèäà ïðè îòñóòñòâèè äðóãèõ âèäîâ. Åñëè γii > 0,
òî ãîâîðÿò î âíóòðèâèäîâîé êîíêóðåíöèè.

Ìàòðèöó Γ = ‖γij‖, îòðàæàþùóþ ñòðóêòóðó ñâÿçåé ñîîáùåñòâà, ÷à-
ñòî íàçûâàþò ìàòðèöåé ñîîáùåñòâà èëè ìàòðèöåé âçàèìîäåéñòâèÿ,
à ñèñòåìó (5.20) � âîëüòåððîâñêîé ìîäåëüþ ñîîáùåñòâà n âèäîâ.

Ïîëîæèòåëüíîå ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå N∗ ñèñòåìû (5.20) (ïîëîæå-
íèå ðàâíîâåñèÿ) äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ñèñòåìå

ΓN∗ = ε, (5.21)

ãäå ε = (ε1, ε2, ..., εn)′.
Ïðè èññëåäîâàíèè ñèñòåì òèïà (5.20) Â. Âîëüòåððà ðàññìàòðèâàë

äâà áîëüøèõ êëàññà òàêèõ ñèñòåì � êîíñåðâàòèâíûå è äèññèïàòèâíûå.
Ñèñòåìà (5.20) íàçûâàåòñÿ êîíñåðâàòèâíîé (ïî Â. Âîëüòåððà), åñëè ñó-
ùåñòâóåò òàêîé íàáîð ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë α1, α2, ..., αn, ÷òî

F (N1, N2, ..., Nn) =
n∑

i,j=1

αiγijNiNj ≡ 0; (5.22)

åñëè æå êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà F (N1, N2, ..., Nn) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëå-
íà, ñèñòåìà (5.20) íàçûâàåòñÿ äèññèïàòèâíîé [41].

Áèîëîãè÷åñêèé ñìûñë ýòèõ îïðåäåëåíèé ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Åñëè
âåëè÷èíû αi îòîæäåñòâèòü ñî ñðåäíèìè çíà÷åíèÿìè áèîìàññû îñîáåé
êàæäîãî âèäà, òî âûðàæåíèå

V (N1, N2, ..., Nn) = α1N1 + . . . + αnNn

áóäåò ïîêàçûâàòü îáùóþ áèîìàññó ñîîáùåñòâà. Èç óðàâíåíèÿ (5.22)
íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ îáùåé áèîìàññû
åñòü

dV

dt
=

n∑

i=1

αiεiNi − F (N1, ..., Nn). (5.24)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (5.24) îòðàæàåò âëèÿíèå ïðè÷èí (â
äàííîì ñëó÷å ïîñòîÿííûõ) ïðèðîñòà èëè óáûëè âèäîâ, à âòîðîå ñëàãàå-
ìîå � âëèÿíèå âçàèìîîòíîøåíèé âèäîâ. Òàêèì îáðàçîì, êîíñåðâàòèâíûå
ñîîáùåñòâà õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå âèäîâ íå âëèÿåò
íà èçìåíåíèå îáùåé áèîìàññû ñîîáùåñòâà, à äèññèïàòèâíûå ñèñòåìû �
òåì, ÷òî ýòî âçàèìîäåéñòâèå çàìåäëÿåò ïðèðîñò îáùåé áèîìàññû.
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Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

93. Âûÿñíèòå, ñêîëüêî ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ èìååò ñèñòåìà (5.20).
94. Óñòàíîâèòå, ïðè êàêîì ñîîòíîøåíèè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè (5.20) áó-
äåò íàáëþäàòüñÿ âûðîæäåíèå ñîîáùåñòâà.
95. Ïðè êàêîì ñîîòíîøåíèè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè (5.20) âûæèâàåò òîëüêî
îäèí èç âèäîâ â ñîîáùåñòâå, íàïðèìåð i-é ?
96. Äîêàæèòå, ÷òî íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì êîíñåðâàòèâ-
íîñòè ñèñòåìû (5.20) ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå òðåáîâàíèÿ ê ýëåìåíòàì ìàò-
ðèöû Γ:
1) γii = 0, i = 1, n;
2) äëÿ i 6= j ëèáî γij = γji, ëèáî γijγji < 0;
3) äëÿ ëþáîé âûáîðêè m ðàçëè÷íûõ öåëûõ ÷èñåë k1, k2, ..., km èç ñîâî-
êóïíîñòè {1, 2, . . . , n} âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

γk1k2γk2k3 . . . γkm−1km
γkmk1 = (−1)mγk2k1γk3k2 . . . γkmkm−1γk1km

.

97. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû
(

en1

n1

)α1N∗
1

(
en2

n2

)α2N∗
2

. . .

(
enn

nn

)αnN∗
n

= const,

ãäå ni = Ni

N∗
i
, N∗ = (N∗

1 , N∗
2 , . . ., N∗

n)′ � ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ (5.21).
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Òåìà 6
Ìîäåëè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýïèäåìèè,

èììóííûõ ðåàêöèé è ñîöèàëüíûõ ïðîöåññîâ
6.1. Àíàëèç ðàñïðîñòðàíåíèÿ áåçûììóííîé ýïèäåìèè

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøóþ ìîäåëü, îïèñûâàþùóþ ðàñïðîñòðàíåíèå áå-
çûììóííîé ýïèäåìèè, â ñëåäóþùåé ïîñòàíîâêå [39]. Ïóñòü ïîïóëÿöèÿ
ðàçìåðà N = const ñîñòîèò èç äâóõ ãðóïï: çäîðîâûõ îñîáåé è áîëü-
íûõ, � ÷èñëåííîñòè êîòîðûõ â ìîìåíò âðåìåíè t îáîçíà÷èì ñîîòâåò-
ñòâåííî N1(t) è N2(t). Åñëè V (N1, N2) è W (N1, N2) � ñêîðîñòè çàðàæå-
íèÿ è âûçäîðîâëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî, òî áàëàíñîâûå óðàâíåíèÿ ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå:

dN1

dt
= −V + W,

dN2

dt
= V −W. (6.1)

Ñêîðîñòü çàðàæåíèÿ V (N1, N2). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàðàæåíèå ïðî-
èñõîäèò ïðè êîíòàêòå çäîðîâîé è áîëüíîé îñîáåé ñ åäèíè÷íîé âåðîÿòíî-
ñòüþ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå áîëüíûå ðàçáèòû íà äâå ïîäãðóïïû � áîëü-
íûõ, íî íåâûÿâëåííûõ, è âûÿâëåííûõ è èçîëèðîâàííûõ, ò. å. íåäîïóñêà-
åìûõ ê êîíòàêòó. Ñðåäíåå âðåìÿ èçîëÿöèè îñîáè, ðàâíîå T, â äàëüíåé-
øåì äëÿ ïðîñòîòû ïðèíèìàåì çà åäèíèöó âðåìåíè (ïóñòü T ∼ 1 ìåñÿö).
Â êà÷åñòâå ìîäåëè êîíòàêòîâ ðàññìîòðèì ïðîñòåéøóþ óðíîâóþ ñõåìó
âûáîðêè ïî äâà ñ âîçâðàùåíèÿìè. Âûáîð ìîæåò ïðîèçâîäèòüñÿ ñðåäè
âñåõ íåèçîëèðîâàííûõ îñîáåé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî, âñòóïàÿ â ñëó÷àéíûå
êîíòàêòû, çäîðîâàÿ îñîáü ìîæåò çàðàçèòüñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ, ïðîïîðöè-
îíàëüíîé äîëå çàáîëåâøèõ ñðåäè âñåõ, äîïóùåííûõ ê êîíòàêòó. Òàêèì
îáðàçîì, ñ÷èòàåì, ÷òî

V (N1, N2) = α · (1− β)N1N2

N1 + (1− β)N2
, (6.2)

ãäå β � äîëÿ áîëüíûõ, âûÿâëÿåìûõ îðãàíàìè çäðàâîîõðàíåíèÿ çà åäè-
íèöó âðåìåíè; α � ¾÷àñòîòà êîíòàêòîâ¿ â ðàñ÷åòå íà îñîáü.
Ñêîðîñòü âûçäîðîâëåíèÿ W (N1, N2). Î÷åâèäíî, ÷òî ñêîðîñòü âû-
çäîðîâëåíèÿ çàâèñèò íå òîëüêî îò ñðåäíåãî âðåìåíè èçëå÷åíèÿ, íî è îò
ñòðàòåãèè îáíàðóæåíèÿ çàáîëåâøèõ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòíîñèòåëüíî
ýòîé ñòðàòåãèè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ãèïîòåçû:
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1. Èìååòñÿ îïðåäåëåííàÿ äîëÿ çàáîëåâøèõ γ, êîòîðàÿ ñàìîñòîÿòåëüíî
îáðàùàåòñÿ çà ìåäèöèíñêîé ïîìîùüþ.

2. Îðãàíàìè çäðàâîîõðàíåíèÿ ïðîèçâîäèòñÿ òîòàëüíàÿ âûáîðî÷íàÿ
ïðîâåðêà íàñåëåíèÿ íà ïðåäìåò âûÿâëåíèÿ çàáîëåâàíèÿ. Òàê, åñëè
çà åäèíèöó âðåìåíè îáñëåäóåòñÿ A îñîáåé, òî ñ÷èòàåì, ÷òî ÷èñëî îá-
íàðóæåííûõ ñðåäè íèõ áîëüíûõ ðàâíî A ·N2

N
.

3. Äîïóñêàþòñÿ ìåõàíèçìû òèïà ïðîâåðêè êîíòàêòîâ áîëüíîãî. Áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî òàêèå ìåõàíèçìû ïîçâîëÿþò óâåëè÷èâàòü ÷èñëî
âûÿâëÿåìûõ áîëüíûõ â ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî ðàç C (íàïðèìåð, â
äâà ðàçà, åñëè êàæäûé èç âûÿâëåííûõ óêàçàë åùå îäíîãî ïàðòíåðà
(áîëüíîãî)).

Íàèáîëåå ïðîñòîé èç ôóíêöèé W, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïåðå÷èñëåííûì
ãèïîòåçàì, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

W (N1, N2) = C(γN2 +
AN2

N
), (6.3)

ãäå êîýôôèöèåíò C õàðàêòåðèçóåò ýôôåêòèâíîñòü ñòðàòåãèè îáñëåäî-
âàíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèè β èìååì

β =
W

N2
. (6.4)

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ïðè ôèêñèðîâàííîì N ìîæíî ñ÷èòàòü β = const.

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

98. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ôóíêöèè p(t) =
N2(t)

N
, èìåþùåé ñìûñë äîëè

áîëüíûõ, ìîæíî ïîñòðîèòü óðàâíåíèå

dp

dt
= p(f(p)− β). (6.5)

Óñòàíîâèòå âèä ôóíêöèè f(p).

99. Âûïîëíèòå èññëåäîâàíèå íà óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ
óðàâíåíèÿ (6.5). Äàéòå áèîëîãè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ óñòîé÷èâîñòè íó-
ëåâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.
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100. Åñëè α = 8,5, òî ïðè êàêîì β ýïèäåìèè íå âîçíèêíåò?
101. Ïóñòü α = 8,5. Åñëè â òå÷åíèå ìåñÿöà 30 % çàáîëåâøèõ îáðàùàþò-
ñÿ ê âðà÷ó, òî ñêîëüêî ïðîöåíòîâ ïîïóëÿöèè íåîáõîäèìî îáñëåäîâàòü çà
ìåñÿö äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ ýïèäåìèè ïðè óñëîâèè, ÷òî êàæäûé âûÿâ-
ëåííûé íàçîâåò õîòÿ áû îäíîãî áîëüíîãî?
102. Íàéäèòå ïåðâûé èíòåãðàë äëÿ îáùåé ìîäåëè ýïèäåìèè [52]:

dx

dt
= −2xy,

dy

dt
= 2xy − y,

ãäå x(t) � ÷èñëî âîñïðèèì÷èâûõ ê áîëåçíè, à y(t) � ÷èñëî çàáîëåâøèõ,
â ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàñøòàáàõ. Íàðèñóéòå ôàçîâûé ïîðòðåò äëÿ îáëà-
ñòè x, y ≥ 0. Ïîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî çàáîëåâøèõ äîñòèãàåò ìàêñèìóìà,
ðàâíîãî c0 − 1

2 (1 + ln 2) ïðè x = 1
2 , ãäå c0 � îáùåå ÷èñëî áîëüíûõ è âîñ-

ïðèèì÷èâûõ ê áîëåçíè ïðè x = 1. Êàê ðàçâèâàåòñÿ ýïèäåìèÿ?
103. Ïóñòü ÷èñëî âîñïðèèì÷èâûõ ê áîëåçíè ðàñòåò ñ ïîñòîÿííîé ñêîðî-
ñòüþ, òàê ÷òî

dx

dt
= −2xy + 1,

dy

dt
= 2xy − y.

Ïîêàæèòå, ÷òî ýòà íîâàÿ ñèñòåìà èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó â îáëàñòè
x, y > 0. Êàê äîáàâî÷íûé ÷ëåí âëèÿåò íà ðàçâèòèå ýïèäåìèè?
104. Ìîäåëü ïîïóëÿöèè, â êîòîðîé ìîãóò âîçíèêàòü ýïèäåìèè, ìîæíî
ïîñòðîèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì [52]. Ïåðâîíà÷àëüíî ïîïóëÿöèÿ ðàçâèâà-
åòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì

dN

dt
= (a− bN)N, a, b− const > 0, (6.6)

è åå ÷èñëåííîñòü ðàñòåò äî âåëè÷èíû Q < a
b . Êîãäà ïîïóëÿöèÿ äîñòè-

ãàåò òàêîãî ðàçìåðà, â íåé âîçíèêàåò ýïèäåìèÿ, è ðàçâèòèå ïîïóëÿöèè
ïðîèñõîäèò ñîãëàñíî äðóãîìó óðàâíåíèþ:

dN

dt
= (A−B ·N)N, A, B − const > 0, (6.7)

ïðè÷åì Q > A
B . ×èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè óìåíüøàåòñÿ äî óðîâíÿ q, ãäå

A
B < q < a

b ; ïðè äîñòèæåíèè ýòîãî óðîâíÿ ýïèäåìèÿ ïðåêðàùàåòñÿ, ðîñò
ïîïóëÿöèè ñíîâà óïðàâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (6.6) è ò. ä. Íàðèñóéòå ãðà-
ôèê ôóíêöèè N = N(t), èëëþñòðèðóþùèé êîëåáàíèÿ ÷èñëåííîñòè ïî-
ïóëÿöèè â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè. Ïîêàæèòå, ÷òî âðåìÿ T, çà êîòîðîå
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ïîïóëÿöèÿ âîçðàñòàåò îò q äî Q, çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

T1 =
1
a

ln
[
Q(a− bq)
q(a− bQ)

]
.

Íàéäèòå âðåìÿ T2, êîòîðîå íåîáõîäèìî, ÷òîáû ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè
ñîêðàòèëàñü îò Q äî q ïîä äåéñòâèåì óðàâíåíèÿ (6.7). Íàéäèòå ïåðèîä
öèêëà èçìåíåíèÿ ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè.

6.2. Ìîäåëè ðàçâèòèÿ ýïèäåìèè, ó÷èòûâàþùèå
ïðèîáðåòåíèå èììóíèòåòà

105. Ïóñòü S, I è R � äîëè ïîïóëÿöèè, êîòîðûå ñîîòâåòñòâåííî çäîðîâû,
íî ïîäâåðæåíû èíôåêöèè, çàðàæåíû è îáëàäàþò èììóíèòåòîì. Ñèñòåìà

dS

dt
= −rIS,

dI

dt
= rIS − γI,

dR

dt
= 1− S − I

(r, γ > 0) îïèñûâàåò, êàê â íåêîòîðîé ïîïóëÿöèè ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ
áîëåçíü, îñòàâëÿþùàÿ ïîñëå ñåáÿ ñòîéêèé èììóíèòåò [52]. Ïóñòü σ =
r/γ, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî S = S0, I = I0 è R = 0 ïðè t = 0. Äîêàæèòå,
÷òî:
1. åñëè σS0 ≤ 1, òî I(t) óáûâàåò è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ;

2. åñëè σS0 > 1, òî I(t) âîçðàñòàåò äî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ 1− 1
σ (1+

+ ln (σS0)), à çàòåì óáûâàåò äî íóëÿ.
Ïîêàæèòå, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ êîëè÷åñòâî íåáîëåâøèõ S(t) ñòðå-

ìèòñÿ ê çíà÷åíèþ SL, ãäå SL � åäèíñòâåííûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

SL =
1
σ

ln
SL

S0
+ 1

íà èíòåðâàëå (0; 1
σ ).

106. Ïóñòü N1 � ÷èñëî âîñïðèèì÷èâûõ; N2 � ÷èñëî ñêðûòî èíôèöèðî-
âàííûõ; N3 � ÷èñëî áîëüíûõ; N4 � ÷èñëî âûçäîðîâåâøèõ, ò. å. òåõ, êòî
ïðèîáðåë âðåìåííûé èììóíèòåò; v � âèðóëåíòíîñòü (àêòèâíîñòü) ýïè-
äåìè÷åñêîãî âàðèàíòà âîçáóäèòåëÿ, v � ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå åå â íà-
÷àëå ïåðèîäà ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëàòåíòíî èíôèöèðî-
âàííûå ïîÿâëÿþòñÿ ïóòåì êîíòàêòíîãî ìåõàíèçìà ïåðåäà÷è èíôåêöèè
(ïðÿìîé è êîñâåííûé êîíòàêò).
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Ïóñòü v1 = v − v. Òîãäà çàðàæåíèå ÷åðåç ïðÿìîé êîíòàêò çäîðî-
âûõ ñ áîëüíûìè áóäåò âûðàæàòüñÿ ñëàãàåìûì αv1N1N3, à çàðàæåíèå
îò ôàêòîðîâ ïåðåäà÷è èíôåêöèè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå bv1N1, ãäå
α � àêòèâíîñòü ìåõàíèçìà ïåðåäà÷è âîçáóäèòåëÿ îò èñòî÷íèêà, à b � îò
ôàêòîðîâ ïåðåäà÷è. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáùàÿ ÷èñëåííîñòü ðàññìàò-
ðèâàåìûõ ãðóïï íàñåëåíèÿ ïîñòîÿííà (ïðèìåì åå çà åäèíèöó). Ìîäåëü
ðàçâèòèÿ ýïèäåìèè èìååò âèä [17]:





dN1
dt = −αv1N1N3 − bv1N1 + qN4,

dN2
dt = αv1N1N3 + bv1N1 − βN2,

dN3
dt = βN2 − pN3,

dN4
dt = pN3 − qN4,

dv
dt = (cN2 −mN4)v,

N1 + N2 + N3 + N4 = 1.

Çäåñü êîýôôèöèåíòû α, β, p, q, c, m � ïîëîæèòåëüíûå, à b, v1 � íåîòðè-
öàòåëüíûå ïîñòîÿííûå.

Íàéäèòå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû. Ïðè êàêîì óñëîâèè îíî áó-
äåò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì? Êàêîâà áóäåò äèíàìèêà ñèñòåìû, åñëè
v = v0 = const?
Óêàçàíèå. Ðàçäåëèòå ïÿòîå óðàâíåíèå ñèñòåìû íà v è ââåäèòå íîâóþ ïåðå-
ìåííóþ u = ln(v).

6.3. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äèíàìèêè èììóííûõ ðåàêöèé

Ðàññìîòðèì ïðîñòóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü äèíàìèêè èììóííûõ ðå-
àêöèé, îïèñûâàþùóþ òàêèå ÿâëåíèÿ, êàê:
1) íåèíôåêöèîííûé èììóíèòåò (ïîëíîå âûçäîðîâëåíèå);
2) èíôåêöèîííûé èììóíèòåò (õðîíè÷åñêàÿ ôîðìà áîëåçíè);
3) ïåðèîäè÷åñêîå òå÷åíèå áîëåçíè (ìàëÿðèÿ, ëèõîðàäêà).
Ìîäåëü èìååò âèä [7]:





dz

dt
= kz(g − z),

dg

dt
= (β − a)g,

da

dt
= ka(σz − ag − a).

(6.8)
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Çäåñü
z(t) � îòíîñèòåëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ çðåëûõ ïëàçìàöèòîâ;
g(t) � îòíîñèòåëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ àíòèãåíà;
a(t) � îòíîñèòåëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ àíòèòåë;
β � ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé ñêîðîñòü ðàçìíîæåíèÿ

àíòèãåíà;
σ � ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé ñèëó èììóííîãî îòâåòà;
kz, ka � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå åñòåñòâåííîé ãèáåëè çðåëûõ

ïëàçìàöèòîâ è àíòèòåë ñîîòâåòñòâåííî.
Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèè z(t), g(t) è a(t) ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè.
Íåèíôåêöèîííîìó èììóíèòåòó ñîîòâåòñòâóåò óñòîé÷èâîå íóëåâîå ñîñòî-
ÿíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (6.8). Èíôåêöèîííîìó èììóíèòåòó � óñòîé÷è-
âîå íåíóëåâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ. Ïåðèîäè÷åñêîìó òå÷åíèþ áîëåçíè
� óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë.

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

107. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè β, σ, ka, kz íóëåâîå ïîëî-
æåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (6.8) ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì?
108. Íàéäèòå íåíóëåâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, óñëîâèÿ åãî ñóùåñòâî-
âàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè.

6.4. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè â âèðóñîëîãèè

109. (Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü èçìåí÷èâîñòè âèðóñà ãðèïïà À.) Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïÿòü ïîäòèïîâ âèðóñà ãðèïïà À, êîòîðûå ïîî÷å-
ðåäíî ñìåíÿþò äðóã äðóãà.

Ïóñòü Ai � àíòèãåííàÿ àêòèâíîñòü i-ãî âèäà (ïîäòèïà) âèðóñà, à
Ii � êîëëåêòèâíûé èììóíèòåò ê íåìó; A∗ � êîíñòàíòà, îãðàíè÷èâàþùàÿ
ìóòàöèîííûå èçìåíåíèÿ â ïðåäåëàõ ïîäòèïà, (A∗ > 0); m � óäåëüíàÿ
ñêîðîñòü ïîòåðè èììóíèòåòà (ñìåðòíîñòü), m > 0; c � ïîñòîÿííàÿ âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ àíòèãåííûõ ñâîéñòâ âîçáóäèòåëÿ, c > 0; (kiAi) � ïîëîæè-
òåëüíàÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü, ñòèìóëèðóþùàÿ ðîñò êîëëåêòèâíîãî èììóíè-
òåòà, ki > 0; (−piIi) � îòðèöàòåëüíàÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü, õàðàêòåðèçóþùàÿ
êîëëåêòèâíûé èììóíèòåò, pi > 0.
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ìîäåëü [15]:




dIi

dt
= (kiAi −m)Ii,

dAi

dt
= (c− piIi)(A∗ −Ai)Ai.

Íàéäèòå âñå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Âûÿñíèòå ïîâåäåíèå ôóíêöèé â îê-
ðåñòíîñòè ýòèõ òî÷åê. Îïðåäåëèòå òèï òî÷åê ðàâíîâåñèÿ è èññëåäóéòå
èõ íà óñòîé÷èâîñòü.
110. (Ìîäåëü ïðåäýïèäåìè÷åñêîé öèðêóëÿöèè.) Ïóñòü N � ÷èñëî âîñïðè-
èì÷èâûõ ê çàáîëåâàíèþ; N1 � ÷èñëî òðàíçèòîðíûõ íîñèòåëåé âèðóñà,
òîãäà ANN1 � èíòåíñèâíîñòü çàðàæåíèÿ ïåðâûõ â êîíòàêòå ñî âòîðû-
ìè; aN1 � èíòåíñèâíîñòü îñâîáîæäåíèÿ îò âîçáóäèòåëÿ; n � ÷èñëî öèð-
êóëèðóþùèõ âèðóñîâ; V � èõ àêòèâíîñòü; c � èíòåíñèâíîñòü ãåíåðàöèè
íîâûõ âàðèàíòîâ âîçáóäèòåëÿ; c1 � èíòåíñèâíîñòü îáìåííûõ ïðîöåññîâ,
ñïîñîáñòâóþùèõ ðîñòó àêòèâíîñòè âèðóñîâ; m1V è pn � ñâÿçè, îáåñïå÷è-
âàþùèå ñàìîîãðàíè÷åíèå ðîñòà n è V ; mV è p1n � ãèïîòåòè÷åñêèå ñâÿ-
çè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî c è c1 ïðîïîðöèîíàëüíû ÷èñëó âîñïðèèì÷èâûõ,
âåëè÷èíà ëèíåéíî çàâèñèò îò âèðóëåíòíîñòè: A = αKV , K = const.
Ó÷èòûâàÿ âñå ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ìàòåìàòè÷å-
ñêóþ ìîäåëü [19]:





dN
dt = −αKV NN1 + aN1,
dN1
dt = αKV NN1 − aN1,

dn
dt = (cN −mV − pn)n,
dV
dt = (c1N −m1V − p1n)V,

N + N1 = H = const.

Êîýôôèöèåíòû α, a, m, m1, p, p1 � ïîëîæèòåëüíû, c, c1 � íåîòðèöà-
òåëüíû.

Íàéäèòå âñå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû. Èññëåäóéòå íà óñòîé-
÷èâîñòü ëþáûå äâà ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.
Óêàçàíèå. Óìåíüøèòå êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ, èñïîëüçóÿ ïîñëåäíåå óðàâ-
íåíèå ñèñòåìû.

111. (Äèíàìèêà ðàçíîîáðàçèÿ âèðóñîâ è èõ àêòèâíîñòè.) Ïóñòü n � ÷èñëî
öèðêóëèðóþùèõ âèðóñîâ; V � èõ àêòèâíîñòü; C � èíòåíñèâíîñòü ãå-
íåðàöèè íîâûõ âàðèàíòîâ âîçáóäèòåëÿ; C1 � èíòåíñèâíîñòü îáìåííûõ
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ïðîöåññîâ, ñïîñîáñòâóþùèõ ðîñòó àêòèâíîñòè; m1V è pn � ñâÿçè, îáåñ-
ïå÷èâàþùèå ñàìîîãðàíè÷åíèå ðîñòà n è V ; mV è p1n � ãèïîòåòè÷åñêèå
ñâÿçè; N � ÷èñëî âîñïðèèì÷èâûõ ê âèðóñó, N = const.

Ó÷èòûâàÿ âñå ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ìàòåìàòè-
÷åñêóþ ìîäåëü [19]:





dn

dt
= (CN −mV − pn)n,

dV

dt
= (C1N −m1V − p1n)V.

Êîýôôèöèåíòû m, m1, p, p1 � ïîëîæèòåëüíû, C, C1 � íåîòðèöàòåëüíû.
Íàéäèòå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû. Îïðåäåëèòå òèï íóëåâîãî

ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è âûÿñíèòå õàðàêòåð åãî óñòîé÷èâîñòè.

6.5. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ýïèäåìèè
ñ ïëîòíîñòíîçàâèñèìûì êîýôôèöèåíòîì ñìåðòíîñòè

Ðàññìîòðèì ìîäåëü ýïèäåìèè ñ ïëîòíîñòíîçàâèñèìûì êîýôôèöèåíòîì
ñìåðòíîñòè [56]:





dX

dt
= rN − βXY − f(N)X,

dY

dt
= βXY − f(N)Y − (γ + α)Y,

dZ

dt
= γY − f(N)Z,

dN

dt
= rN − f(N)N − αY,

(6.9)

ãäå
X(t) � ÷èñëî çäîðîâûõ ëþäåé â ìîìåíò âðåìåíè t, ïîòåíöèàëüíî

ïîäâåðæåííûõ çàáîëåâàíèþ;
Y (t) � ÷èñëî áîëüíûõ ëþäåé;
Z(t) � ÷èñëî ëþäåé, ïðèîáðåòøèõ èììóíèòåò;
N(t) � ÷èñëî ëþäåé, N(t) = X + Y + Z;
r � êîýôôèöèåíò ðîæäàåìîñòè, r = const > 0;
β � êîýôôèöèåíò ïåðåäà÷è èíôåêöèè, β = const > 0;
f(N) � êîýôôèöèåíò ñìåðòíîñòè, íå ñâÿçàííîé ñ çàáîëåâàíèåì;
α � êîýôôèöèåíò ñìåðòíîñòè, âûçâàííîé çàáîëåâàíèåì,

α = const ≥ 0;
γ � êîýôôèöèåíò ïðèîáðåòåíèÿ èììóíèòåòà, γ = const > 0.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç P (X∗, Y ∗, Z∗) ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, êîòîðîìó ñîîò-
âåòñòâóåò ðàâíîâåñíàÿ îáùàÿ ÷èñëåííîñòü N∗ = X∗ + Y ∗ + Z∗.

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

112. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà f(N) = µ = const > 0, α > 0, äîêàæèòå ñëåäó-
þùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) Åñëè r = µ, òî â ñèñòåìå (6.9) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïîëîæåíèå

ðàâíîâåñèÿ P1(0, 0, 0), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì.
2) Åñëè r = µ, òî ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû (6.9) âèäà

X∗ = N∗ = N0, Y ∗ = Z∗ = 0, ãäå N0 = const > 0,

îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî óñòîé-
÷èâûì, êîãäà βN0 ≤ µ + γ + α, è íåóñòîé÷èâûì � èíà÷å.

3) Åñëè µ < r <
µ(µ + γ + α)

µ + γ
, òî ñèñòåìà (6.9) èìååò äâà ïîëîæåíèÿ

ðàâíîâåñèÿ:
a) íåóñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ P1(0, 0, 0), N∗ = 0;
b) ëîêàëüíî óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ P2(X∗, Y ∗, Z∗),
êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ðàâíîâåñíàÿ îáùàÿ ÷èñëåííîñòü

N∗ =
µα(µ + γ + α)

β
(
µ(µ + γ + α)− r(µ + γ)

) .

4) Åñëè r >
µ(µ + γ + α)

µ + γ
, òî íàáëþäàåòñÿ íåîãðàíè÷åííûé ðîñò ÷èñ-

ëåííîñòè ïîïóëÿöèè.
113. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà f(N) = kN, k = const > 0, äîêàæèòå ñëåäóþ-
ùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) Åñëè α+γ+r ≥ βr

k , òî ñèñòåìà (6.9) èìååò äâà ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ:
a) íåóñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ P1(0, 0, 0), N∗ = 0;
b) ëîêàëüíî óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ P2( r

k , 0, 0), N∗ = r
k .

2) Åñëè α + γ + r < βr
k , òî ñèñòåìà (6.9) èìååò äâà íåóñòîé÷èâûõ ïî-

ëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, P1(0, 0, 0) è P2( r
k , 0, 0), è îäíî ëîêàëüíî óñòîé-

÷èâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ P3(X∗, Y ∗, Z∗), äëÿ êîòîðîãî N∗ � ïîëî-
æèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

k2β

α
N2 +

(
(α + γ − r)

βk

α
− k2

)
N − (γrβ

α
+ k(α + γ)

)
= 0.
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114. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà f(N) = µ + kN, µ, k = const > 0, äîêàæèòå
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) Åñëè r ≤ µ, òî â ñèñòåìå (6.9) ñóùåñòâóåò îäíî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ

P1(0, 0, 0), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî óñòîé÷èâûì.

2) Åñëè α + γ + r ≥ βa
k , ãäå a = r − µ > 0, òî ñèñòåìà (6.9) èìååò

íåóñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ P1(0, 0, 0) è ëîêàëüíî óñòîé÷è-
âîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ P2(a

k , 0, 0), N∗ = a
k .

3) Åñëè α + γ + r < βa
k , ãäå a = r − µ > 0, òî ñèñòåìà (6.9) èìååò äâà

íåóñòîé÷èâûõ ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, P1(0, 0, 0) è P2(a
k , 0, 0), è îäíî

ëîêàëüíî óñòîé÷èâîå P3(X∗, Y ∗, Z∗), äëÿ êîòîðîãî N∗ � ïîëîæèòåëü-
íûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

a0N
3 + a1N

2 + a2N + a3 = 0,

ãäå
a0 = βk2,

a1 = βk(2µ + γ + α)− ak2 − βr,

a2 = βµ(µ + γ + α)− βr(µ + γ)− αk(γ + α),
a3 = αµ(µ + γ + α).

115. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ôóíêöèÿ f(N) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé è ìîíî-
òîííî âîçðàñòàþùåé, äîêàæèòå ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) Åñëè r ≤ f(0), òî ñèñòåìà (6.9) èìååò îäíî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ

P1(0, 0, 0), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî óñòîé÷èâûì.

2) Åñëè f
(

α+γ+r
β

)
≥ r > f(0), òî ñèñòåìà (6.9) èìååò íåóñòîé÷èâîå

ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ P1(0, 0, 0) è ëîêàëüíî óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå
ðàâíîâåñèÿ P2(f−1(r), 0, 0), N∗ = f−1(r), ãäå f−1(N) � ôóíêöèÿ, îá-
ðàòíàÿ ôóíêöèè f(N).

3) Åñëè
(

α+γ+r
β

)
< r < f(+∞), òî ñèñòåìà (6.9) èìååò äâà íåóñòîé÷è-

âûõ ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, P1(0, 0, 0) è P2(f−1(r), 0, 0), è îäíî ëî-
êàëüíî óñòîé÷èâîå P3(X∗, Y ∗, Z∗), äëÿ êîòîðîãî N∗ � ýòî åäèíñòâåí-
íûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ

βN

α
=

f(N)(α + γ + f(N))
(f(N))2 + (α + γ − r)f(N)− γr

.
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5.4. Ìîäåëè ñîöèàëüíûõ ïðîöåññîâ

116. (Ìîäåëü ôîðìèðîâàíèÿ âíóòðèýòíè÷åñêèõ îòíîøåíèé.) Ïóñòü N1 �
÷èñëåííîñòü âîñïðèèì÷èâûõ ê íîâîé òðàêòîâêå ýòíîêóëüòóðû; N2 � ÷èñ-
ëåííîñòü àêòèâíî ïîääåðæèâàþùèõ ýòó òðàêòîâêó; N3 � ÷èñëåííîñòü
ðàçî÷àðîâàâøèõñÿ â íåé. Ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðîõîæäåíèå ñòàäèé èäåò
â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå: N1 → N2 → N3 → N1.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü òàêæå, ÷òî N1 + N2 + N3 = N = const, ò. å.
îáùàÿ ÷èñëåííîñòü ó÷àñòíèêîâ âíóòðèýòíè÷åñêîãî ïðîöåññà ïîñòîÿííà.

Ñëàãàåìîå αKv∗N1N2 îïèñûâàåò ¾çàðàæåíèå¿ âîñïðèèì÷èâûõ ïðè
âñòðå÷å ñî ñòîðîííèêàìè ýòíîöåíòðèçìà, βN2 � ñêîðîñòü îáðàòíîãî ïî-
òîêà íåñîãëàñíûõ ñ ýòíîöåíòðèçìîì.

Ïóñòü v∗ � óðîâåíü ýòíîöåíòðèçìà. Äèíàìèêà ýòíîöåíòðèçìà îïðå-
äåëÿåòñÿ èñõîäÿ èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé:

1. óâåëè÷åíèå ÷èñëà âîñïðèèì÷èâûõ N1 ñïîñîáñòâóåò óñèëåíèþ ýòíî-
öåíòðè÷íîãî îáðàçà (ðîñòó v∗);

2. óâåëè÷åíèå ÷èñëà àêòèâíûõ ñòîðîííèêîâ ýòíîöåíòðèçìà è ðàçî÷àðî-
âàííûõ â íåì (N2 + N3) ñïîñîáñòâóåò îñëàáëåíèþ ýòíîöåíòðè÷íîãî
îáðàçà (ïåðâûå � ñíèæàþò ê ñåáå èíòåðåñ, êîãäà èõ ìíîãî, à âòî-
ðûå � îõëàæäàþò åãî äîâîäàìè, âûíåñåííûìè èç ëè÷íîãî îïûòà);

3. âîñïðîèçâîäñòâî ýòíîöåíòðè÷íîé òðàêòîâêè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè
ñäåðæèâàþùåì âëèÿíèè ýòíè÷åñêîãî ñàìîñîçíàíèÿ è ñîçíàíèÿ îñî-
áåííîñòåé àóòãðóïïû c0.

Ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [16]:




dN1
dt = −αKv∗N1N2 + βN2 + qN3,

dN2
dt = αKv∗N1N2 − (b + β)N2,

dN3
dt = bN2 − qN3,

dv∗
dt = (c0 + c1KN1 −m(N2 + N3))v∗,

N1 + N2 + N3 = N.

Êîýôôèöèåíòû α, β, q, b, c1, m ïîëîæèòåëüíû, c0 � íåîòðèöàòåëüíûé.
Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

T0 = 0, v∗(0) = v∗0 , N1(0) = N0
1 , N2(0) = N0

2 , N3(0) = N0
3 .
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Íàéäèòå âñå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû. Îïðåäåëèòå òèï òî÷åê
ðàâíîâåñèÿ è èññëåäóéòå èõ íà óñòîé÷èâîñòü. Äîêàæèòå, ÷òî íåíóëå-
âîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïðè óñëîâèè, ÷òî
c0 + c1N 6= 0.
Óêàçàíèå. Ïåðåéòè ê ñèñòåìå èç òðåõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïóòåì
âûðàæåíèÿ îäíîé èç ïåðåìåííûõ (íàïðèìåð, N1) ÷åðåç äðóãèå. Äëÿ ýòîãî
íóæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïîñëåäíèì óðàâíåíèåì ñèñòåìû.

117. (Ìîäåëèðîâàíèå ôåíîìåíà ñóáêóëüòóðû.) Ðàññìîòðèì ñèñòåìó
¾ìèô � ìàññîâîå ñîçíàíèå¿. Ïóñòü N1 � ÷èñëî âîñïðèèì÷èâûõ ê íîðìàì
è öåííîñòÿì äàííîé ñóáêóëüòóðû; N2 � ÷èñëî èñïûòûâàþùèõ èíòåðåñ ê
íåé; N3 � ÷èñëî ñòîðîííèêîâ äàííîé ñóáêóëüòóðû è ðàçî÷àðîâàâøèõñÿ
â íåé (âûõîäÿùèõ èç-ïîä åå âëèÿíèÿ); N4 � ÷èñëî îõëàäåâøèõ ê äàí-
íîé ñóáêóëüòóðå è ïðèîáðåòøèõ ¾èììóíèòåò¿ ê íåé; V � ÿðêîñòü ìèôà.
Òîãäà ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ìîæíî çàïèñàòü â âèäå [18]:





dN1
dt = −αKV N1N3 + δKN2 − bV N1 + qN4,

dN2
dt = αKV N1N3 − δKN2 − βN2 + bV N1 − dV N2,

dN3
dt = βN2 − pN3 + dV N2,

dN4
dt = pN3 − qN4,

dV
dt = (c0 + cKN1 −mN3)V,

N1 + N2 + N3 + N4 = H = const.

Êîýôôèöèåíòû α, β, δ, p, q, c, m � ïîëîæèòåëüíû, b, d, c0 � íåîòðè-
öàòåëüíû, H À 1. Ñëàãàåìîå αKV N1N3 îïèñûâàåò ïåðåäà÷ó ìèôà â
êîíòàêòå âîñïðèèì÷èâûõ ñ åãî íîñèòåëÿìè, à bV N1, dV N2 � äåéñòâèå
ñðåäñòâ ìàññîâîé èíôîðìàöèè. K � ïåðåäàâàåìîñòü ìèôà (ïîñòîÿííà),
c0 � ïîñòîÿííàÿ âîññòàíîâëåíèÿ èëëþçîðíûõ ïðåäñòàâëåíèé.

Íàéäèòå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåä-
ïîëîæåíèÿõ: b = b1 = 0, K = 1. Èññëåäóéòå íà óñòîé÷èâîñòü íóëåâîå
ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ.
Óêàçàíèå. Óìåíüøèòå êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ, èñïîëüçóÿ ïîñëåäíåå óðàâ-
íåíèå ñèñòåìû.



66 Òåìà 7. Èññëåäîâàíèå ýêîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì

Òåìà 7
Èññëåäîâàíèå ýêîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì

118. Ïóñòü èìååòñÿ îòêðûòàÿ ñèñòåìà, ãäå ïîñëåäîâàòåëüíàÿ öåïü
ïðåâðàùåíèé ïðîòåêàåò ïî ñõåìå

A → x → y → B, (7.1)

ãäå A,B � âíåøíèå ðåçåðâóàðû, à ïðåâðàùåíèå âåùåñòâà x â âåùåñòâî
y ïðîòåêàåò ïî ðåàêöèè âòîðîãî ïîðÿäêà. Åñëè ïðèòîê èç âíåøíåãî ðå-
çåðâóàðà ïðîèñõîäèò ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ V0, à îòòîê y íàðóæó îïè-
ñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà, òî îòêðûòîé ñèñòåìå (7.1) ñîîò-
âåòñòâóåò ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [35]:

{
dx
dt = V0 − k1xy,
dy
dt = k1xy − k2y,

ãäå k1, k2 � ïîñòîÿííûå ñêîðîñòåé.
Èìååò ëè ñèñòåìà óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå?

119. Ðàññìîòðèì ìîäåëü, îïèñûâàþùóþ èçìåíåíèå âî âðåìåíè ÷èñëåí-
íîñòåé äâóõ âîçðàñòíûõ êëàññîâ îäíîâèäîâîãî ôèòîöåíîçà � ¾ìîëîäûõ¿
è ¾ñòàðûõ¿ äåðåâüåâ [2]:





dx

dt
= αy − βx− µ(y)x,

dy

dt
= βx− δy,

(7.2)

ãäå x(t), y(t) � ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëî ¾ìîëîäûõ¿ è ¾ñòàðûõ¿ äåðåâüåâ
íà åäèíèöå ïëîùàäè. Ïàðàìåòðû ìîäåëè α, β, δ � ïîëîæèòåëüíûå êîí-
ñòàíòû. Ôóíêöèÿ µ(y), îïèñûâàþùàÿ óãíåòàþùåå âîçäåéñòâèå ¾ñòàðûõ¿
äåðåâüåâ íà ¾ìîëîäûå¿, çàäàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

µ(y) = a(y − b)2 + c, a, b, c− const > 0.

Ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ

x = k1X, y = k2Y, t = k3τ (7.3)
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ñèñòåìà (7.2) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê âèäó
{

Ẋ = R · Y − (Y − 1)2 ·X − S ·X,

Ẏ = X −H · Y.
(7.4)

Âûïîëíèòå ñëåäóþùèå çàäàíèÿ:

1. Íàéäèòå êîýôôèöèåíòû ïðåîáðàçîâàíèÿ (7.3) k1, k2, k3 è âûðàæåíèÿ
äëÿ ïàðàìåòðîâ R,S, H ìîäåëè â íîâûõ ïåðåìåííûõ.

2. Íàéäèòå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (7.4) è èññëåäóéòå èõ
íà óñòîé÷èâîñòü.

3. Ïîñòðîéòå ïàðàìåòðè÷åñêèé ïîðòðåò ñèñòåìû (7.4) íà ïëîñêîñòè ïà-
ðàìåòðîâ R, H ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà S è ñîîòâåò-
ñòâóþùèå èì ôàçîâûå ïîðòðåòû.

120. Íåêîòîðàÿ ïîïóëÿöèÿ êëåòîê ñîäåðæèò êëåòêè ñ äâóìÿ è ÷åòûðü-
ìÿ õðîìîñîìàìè. Äèíàìèêà ýòîé ïîïóëÿöèè ìîäåëèðóåòñÿ óðàâíåíèÿìè
[52]:

dD

dt
= (λ− µ)D,

dU

dt
= µD + νU,

ãäå D(t) è U(t) � êîëè÷åñòâà êëåòîê ñ äâóìÿ è ÷åòûðüìÿ õðîìîñîìà-
ìè ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü D(0) = D0 è U(0) = U0. Íàéäèòå äîëþ äâó-
õðîìîñîìíûõ êëåòîê â ïîïóëÿöèè êàê ôóíêöèþ âðåìåíè. Ïîêàæèòå,
÷òî ïðè t → +∞ ýòà äîëÿ ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðîìó óðîâíþ íàñûùåíèÿ,
íå çàâèñÿùåìó îò D0 è U0, åñëè λ > µ + ν.

121. Ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü óïðàâëåíèÿ ìîëåêóëÿðíûìè ïðîöåññàìè â
êëåòêå îïèñûâàåò èçìåíåíèå êîëè÷åñòâà òðàíñïîðòíîé ðèáîíóêëåèíî-
âîé êèñëîòû X(t) è êîëè÷åñòâî ñîîòâåòñòâóþùåãî ôåðìåíòà Y (t). Äè-
íàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ èìåþò âèä [52]:

dX

dt
=

a

A + kY
− b,

dY

dt
= αX − β, a > bA,

ãäå A, k, a, b, α, β � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå. Äîêàæèòå, ÷òî îáå
âåëè÷èíû, X è Y, èñïûòûâàþò íåçàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ, çàâèñÿùèå
îò âðåìåíè.
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122. (Âîññòàíîâëåíèå ïîïóëÿöèè ñ ïîìîùüþ óáåæèù.) Ðàññìàòðèâàåòñÿ
ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ ðàçâèòèå ïîïó-
ëÿöèè íà îõðàíÿåìîé òåððèòîðèè è âíå åå [22]:





dx

dt
= −x + d(y − x)− a,

dy

dt
= by + d(x− y)− cy2,

ãäå x, y � ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèé âíå óáåæèùà è â óáåæèùå ñîîòâåò-
ñòâåííî; d � êîýôôèöèåíò îáìåíà ìåæäó óáåæèùåì è îñòàëüíûì àðå-
àëîì îáèòàíèÿ; êîýôôèöèåíò a ó÷èòûâàåò ïðîìûñåë íà íåîõðàíÿåìîé
òåððèòîðèè. Âñå êîýôôèöèåíòû ïîñòîÿííû è ïîëîæèòåëüíû. Âûÿñíè-
òå, ñóùåñòâóþò ëè â ñèñòåìå ðàâíîâåñíûå ðåæèìû è êàêîâ õàðàêòåð
èõ óñòîé÷èâîñòè?
123. Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøóþ ìîäåëü âçàèìîäåéñòâèÿ íîðìàëüíûõ
è çëîêà÷åñòâåííûõ êðîâåòâîðíûõ êëåòîê ïðè îñòðîì ëåéêîçå [25, 26]:





dN

dt
=

m1N

1 + a1(N + L)
− b1N,

dL

dt
=

m2L

1 + a2(N + L)
− b2L,

ãäå ôóíêöèè N(t), L(t) õàðàêòåðèçóþò êîëè÷åñòâî íîðìàëüíûõ è ëåé-
êîçíûõ êëåòîê, à ïàðàìåòðû m1,m2, a1, a2, b1, b2 ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëü-
íûìè êîíñòàíòàìè è õàðàêòåðèçóþò íîðìàëüíóþ è ëåéêîçíóþ ïîïóëÿ-
öèþ ñîîòâåòñòâåííî. Èññëåäóéòå íà óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ ñèñòåìû è ïîñòðîéòå åå ôàçîâûé ïîðòðåò.
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Òåìà 8
Òðîôè÷åñêèå ãðàôû

è âîëüòåððîâñêèå òðîôè÷åñêèå öåïè
8.1. Òðîôè÷åñêèå ãðàôû. Çíàêîâûå îðãðàôû

Äëÿ îïèñàíèÿ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîïóëÿöèé ñòðîèòñÿ òðîôè÷åñêèé
ãðàô, â êîòîðîì âåðøèíû îáîçíà÷àþò âèäû, âõîäÿùèå â ýêîñèñòåìó,
à îðèåíòèðîâàííûå ðåáðà � òðîôè÷åñêèå ñâÿçè, ñóùåñòâóþùèå ìåæäó
ýòèìè âèäàìè. Íàïðàâëåíèå ðåáåð ïîêàçûâàåò, êòî êîãî (èëè ÷òî) åñò.
Ðåáðà (äóãè îðãðàôà) íàïðàâëåíû îò ïèùè ê åäîêó, ò. å. ïîêàçûâàþò
ïóòè äâèæåíèÿ âåùåñòâà (ýíåðãèè) â ýêîñèñòåìå.

Òðîôè÷åñêèìè óðîâíÿìè íàçûâàþò ãðóïïû âèäîâ, ìåæäó êîòîðû-
ìè íåâîçìîæíû ïðÿìûå ñâÿçè. Âèäû îäíîãî óðîâíÿ íàõîäÿòñÿ ëèáî â
ñîñòîÿíèè êîíêóðåíöèè çà æèçíåííûå ðåñóðñû, ëèáî â êîàëèöèè ïî èñ-
ïîëüçîâàíèþ ðåñóðñîâ.

Òðîôè÷åñêèå ãðàôû îòðàæàþò îòíîøåíèÿ ¾õèùíèê � æåðòâà¿, íî
íå îïèñûâàþò âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó âèäàìè îäíîãî óðîâíÿ. Íà ðèñ. 8.1
ïðèâåäåí ïðèìåð òðîôè÷åñêîãî ãðàôà äëÿ îïèñàíèÿ ÷àñòè ýêîñèñòåìû
îçåðà [23].

Ñ ïîìîùüþ îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà ìîæíî îïèñàòü ýêîñèñòåìó ñ
ðàçëè÷íûìè òèïàìè âçàèìîäåéñòâèé ìåæäó îòäåëüíûìè âèäàìè è âíóò-
ðè îäíîãî âèäà. Åñëè ê êàæäîé äóãå îðãðàôà äîáàâèòü çíàê, òî ïîëó÷èì
çíàêîâûé îðãðàô. Äóãà (u, v) èìååò çíàê ïëþñ, åñëè âèä u îêàçûâàåò ïî-
ëîæèòåëüíîå âëèÿíèå íà âèä v, è çíàê ìèíóñ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Íà
ðèñ. 8.2 ïðåäñòàâëåí çíàêîâûé îðãðàô, êîòîðûé èëëþñòðèðóåò çàãðÿç-
íåíèå îçåðà äâóìÿ âåùåñòâàìè � íèòðàòàìè N è ôîñôàòàìè P. Çåëåíûå
âîäîðîñëè G ïîòðåáëÿþò N è P, ñèíå-çåëåíûå âîäîðîñëè BG ïîòðåáëÿ-
þò P, íî âûäåëÿþò N. Çåëåíûå âîäîðîñëè ÷óâñòâèòåëüíû ê òîêñèíàì,
âûäåëÿåìûì ñèíå-çåëåíûìè âîäîðîñëÿìè [37].
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Ðèñ. 8.3

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

124. Ðàññìîòðèì ýêîñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç êðîëèêîâ è ëèñèö. Äî-
ïóñòèì, ÷òî èìåþòñÿ íåîãðàíè÷åííûå çàïàñû ïèùè, ïîäõîäÿùåé äëÿ
êðîëèêîâ, è ÷òî ëèñèöû ïèòàþòñÿ òîëüêî êðîëèêàìè. Ðîñò ÷èñëà êðîëè-
êîâ óâåëè÷èâàåò ÷èñëî ëèñèö, ïîñêîëüêó òîãäà îíè èìåþò áîëüøå ïèùè.
Ê òîìó æå çà ñ÷åò ðàçìíîæåíèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ è ÷èñëî êðîëèêîâ. Ðîñò
÷èñëà ëèñèö ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ÷èñëà êðîëèêîâ, òàê êàê ëèñû
ïèòàþòñÿ êðîëèêàìè, è ê óìåíüøåíèþ çàòåì ÷èñëà ëèñèö, êîíêóðèðó-
þùèõ ìåæäó ñîáîé â ïîèñêàõ ïèùè è ÷àñòè÷íî ïîãèáàþùèõ. Ïîñòðîéòå
çíàêîâûé îðãðàô, âûðàæàþùèé îòíîøåíèÿ ìåæäó ëèñèöàìè è êðîëè-
êàìè.
125. Ðàññìîòðèì ýêîñèñòåìó, ñîñòîÿþùóþ èç òðåõ âèäîâ: ðàñòåíèÿ,
òðàâîÿäíûå è ïëîòîÿäíûå æèâîòíûå ñ îãðàíè÷åííûì êîëè÷åñòâîì
ïèòàòåëüíûõ âåùåñòâ äëÿ ðàñòåíèé. Ïëîòîÿäíûå óíè÷òîæàþò òðàâî-
ÿäíûõ, à òå, â ñâîþ î÷åðåäü, � ðàñòåíèÿ. Ïî ìåðå ðîñòà ÷èñëà ðàñòåíèé
ìåæäó íèìè íà÷èíàåòñÿ áîðüáà çà ïèòàòåëüíûå âåùåñòâà è íåêîòîðûå
èç ðàñòåíèé ãèáíóò. Ïîñòðîéòå çíàêîâûé îðãðàô, îïèñûâàþùèé îòíî-
øåíèÿ â ýêîñèñòåìå.
126. Íà ðèñ. 8.3 ïðåäñòàâëåí çíàêîâûé îðãðàô äëÿ ïðîñòåéøåé ýêî-
ñèñòåìû èç òðåõ âèäîâ � ìûøåé, êðûñ è îðëîâ. Îïèøèòå îòíîøåíèÿ
ìåæäó âèäàìè.
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Ðèñ. 8.1. Ïðèìåð ãðàôà äëÿ ÷àñòè ýêîñèñòåìû îçåðà:

1�4 � çåëåíûå, ñèíå-çåëåíûå è äèàòîìîâûå âîäîðîñëè;
5�6 � çåëåíûå âîäîðîñëè;
7�9 � ðàñòèòåëüíûé çîîïëàíêòîí;

10�11 � õèùíûé çîîïëàíêòîí;
12 � ðûáû, ïèòàþùèåñÿ õèùíûì çîîïëàíêòîíîì;
13 � ðûáû, ïèòàþùèåñÿ ðàñòèòåëüíîÿäíûì ïëàíêòîíîì;
14 � õèùíûå ðûáû
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8.2. Âîëüòåððîâñêèå òðîôè÷åñêèå öåïè

Òðîôè÷åñêèé ãðàô, â êîòîðîì íà êàæäîì óðîâíå èìååòñÿ ëèøü îäèí
âèä, íàçûâàåòñÿ òðîôè÷åñêîé öåïüþ. Óñëîâíî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â
òðîôè÷åñêîé öåïè åäèíñòâåííûé âèä íà êàæäîì óðîâíå ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé íåêîòîðûé ¾îáîáùåííûé¿ âèä, îïèñûâàþùèé ñâîéñòâà âñåõ ðå-
àëüíûõ âèäîâ ñîîòâåòñòâóþùåãî óðîâíÿ.
Ñòðóêòóðó òàêîãî ñîîáùåñòâà
ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ äèà-
ãðàììû, ïðåäñòàâëåííîé íà
ðèñ. 8.4 [41]. Çäåñü R � ðåñóðñ,
ïîòðåáëÿåìûé ïåðâûì âèäîì ñ
áèîìàññîé N1. Óäåëüíàÿ ñêîðîñòü
ïîòðåáëåíèÿ V0(R) � ýòî êîëè-
÷åñòâî ðåñóðñà, ïîòðåáëÿåìîå
åäèíèöåé áèîìàññû (îäíîé îñî-
áüþ) ïåðâîãî âèäà. Èç îáùåãî
êîëè÷åñòâà ïîòðåáëÿåìîãî ðåñóðñà
V0(R) ëèøü k1-ÿ äîëÿ åãî èäåò
íà ïðîèçâîäñòâî íîâîé áèîìàññû
ïåðâîãî âèäà (ÊÏÄ ïåðåðàáîòêè
ðåñóðñà). Êðîìå òîãî, áèîìàññà
ïåðâîãî âèäà îòìèðàåò ñ ïîñòî-
ÿííîé ñêîðîñòüþ m1, âòîðîé âèä
èñïîëüçóåò óæå â êà÷åñòâå ðåñóðñà
áèîìàññó ïåðâîãî âèäà, ïîòðåáëÿÿ
åãî ñ óäåëüíîé ñêîðîñòüþ V1(N1), è
îòìèðàåò ñî ñêîðîñòüþ m2, òðåòèé
âèä èñïîëüçóåò áèîìàññó âòîðîãî
âèäà è ò. ä. Öåïî÷êà çàêàí÷èâàåòñÿ
íà n-ì âèäå, áèîìàññó êîòîðîãî
óæå íèêòî íå ïîòðåáëÿåò.
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Ðèñ. 8.4

Ðåñóðñ ïîñòóïàåò â ñèñòåìó ñî ñêîðîñòüþ Q. Îäíàêî ñóùåñòâóåò åùå
îäèí âèä-ðàçëàãàòåëü, êîòîðûé â êà÷åñòâå ðåñóðñà èñïîëüçóåò ìåðò-
âóþ áèîìàññó ïåðâûõ n âèäîâ è â ðåçóëüòàòå ñâîåé æèçíåäåÿòåëüíîñòè
÷àñòè÷íî âîñïîëíÿåò óáûëü ðåñóðñà R. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðàç-
ëîæåíèå ìåðòâîé áèîìàññû ïðîèñõîäèò áûñòðî, à ñêîðîñòü ðîñòà âèäà-
ðàçëàãàòåëÿ ñòîëü âåëèêà, ÷òî îí ïðàêòè÷åñêè ìãíîâåííî ìîæåò óòèëè-
çèðîâàòü ëþáîå êîëè÷åñòâî ìåðòâîé áèîìàññû. Ïðè ýòèõ ïðåäïîëîæåíè-
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ÿõ ìîæíî íå ðàññìàòðèâàòü áèîìàññó âèäà-ðàçëàãàòåëÿ êàê îòäåëüíóþ
ôàçîâóþ ïåðåìåííóþ � ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñÿ îòìåðøàÿ ìàññà (èëè åå
÷àñòü, åñëè ó÷èòûâàòü ïîòåðè) ñðàçó æå âîçâðàùàåòñÿ â áëîê ðåñóðñà.
Ïî ðèñ. 8.2 äîñòàòî÷íî ïðîñòî âûïèñàòü áàëàíñîâûå óðàâíåíèÿ äëÿ áèî-
ìàññ âèäîâ, ñîñòàâëÿþùèõ òðîôè÷åñêóþ öåïü (R(t) = N0(t)):





dN1
dt = Q− V0(N0)N1 +

n∑
i=1

aimiNi,

dNi

dt = kiVi−1(Ni−1)Ni − Vi(Ni)Ni+1 −miNi, i = 1, n− 1,

dNn

dt = knVn−1(Nn−1)Nn −mnNn.

(8.1)

Êîýôôèöèåíòû ai çàäàþò äîëè îòìåðøåé áèîìàññû, âîçâðàùàþùåéñÿ
â áèîëîãè÷åñêèé êðóãîâîðîò. Åñëè ai ≡ 0, i = 1, n, òî ãîâîðÿò î íåçà-
ìêíóòîé (îòêðûòîé) òðîôè÷åñêîé öåïè, åñëè íåêîòîðûå ai > 0, òî
î çàìêíóòîé èëè ÷àñòè÷íî çàìêíóòîé öåïè.

Ïîëíîñòüþ çàìêíóòûìè ïî âåùåñòâó òðîôè÷åñêèìè öåïÿìè íàçû-
âàþò ñèñòåìû, îïèñûâàåìûå óðàâíåíèÿìè (8.1), â êîòîðûõ ki = ai = 1
äëÿ âñåõ i = 1, 2, ..., n è Q = 0. Òîãäà ñèñòåìà (8.1) èìååò èíòåãðàë

C =
n∑

i=1

Ni = const, (8.2)

ñìûñë êîòîðîãî ñîñòîèò â òîì, ÷òî â òàêîé ñèñòåìå ñóììàðíîå êîëè-
÷åñòâî âåùåñòâà îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì. Ïðè ýòîì ñèñòåìó (8.1) ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå





dNi

dt
= Ni[−mi + Vi−1(Ni−1)− Vi(Ni)

Ni
Ni+1], i = 1, n,

Nn ≡ 0.
(8.3)

Çäåñü V0(N0) = V0(C −
n∑

i=1

Ni).

Ñàìîå ïðîñòîå ïðåäïîëîæåíèå î âèäå òðîôè÷åñêèõ ôóíêöèé Vi �
ýòî ïðåäïîëîæåíèå îá èõ ëèíåéíîñòè: Vi = αiNi, i = 0, n. Öåïè òàêîãî
âèäà íàçûâàþò âîëüòåððîâñêèìè:





dN1
dt = N1[−m1 + α0(C −

n∑
i=1

Ni)− α1N2],
dNi

dt = Ni[−mi + αi−1Ni−1 − αiNi+1], i = 2, n,

Nn+1 ≡ 0.

(8.4)
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Ñòàöèîíàðíûå òî÷êè (ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ) ñèñòåìû (8.4) èìåþò âèä

N∗ = (N∗
1 , N∗

2 , . . ., N∗
q , 0, . . ., 0),

ãäå q = 0, 1, . . ., n è N∗
i > 0, i = 1, 2, . . ., q.

Óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå, â êîòîðîì ÷èñëåííîñòè ïåðâûõ q âèäîâ (1 ≤
≤ q ≤ n) îòëè÷íû îò íóëÿ, à ÷èñëåííîñòè ñëåäóþùèõ âèäîâ � íóëåâûå,
íàçûâàåòñÿ òðîôè÷åñêîé öåïüþ äëèíû q.

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

127. (Òðîôè÷åñêàÿ öåïü äëèíû 2.) Ðàññìîòðèì ìîäåëüíóþ ýêîñèñòåìó
äâóõ òðîôè÷åñêèõ óðîâíåé ¾ðàñòèòåëüíîñòü � òðàâîÿäíûå æèâîòíûå¿,
â êîòîðóþ ïîñòóïàåò âíåøíèé ðåñóðñ ñî ñêîðîñòüþ Q. Ïóñòü Ni � áèî-
ìàññû (èëè ÷èñëåííîñòè) ñîîòâåòñòâóþùèõ óðîâíåé, i = 0, 2 (òàê, N0 �
ìàññà âíåøåãî ðåñóðñà). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñîñòîÿíèå ìîäåëüíîé ñèñòå-
ìû îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû óðàâíåíèé





Ṅ0 = Q− α0N0N1,

Ṅ1 = N1 · (k0α0N0 − α1N2 −m1),
Ṅ2 = N2 · (k1α1N1 −m2).

(8.5)

1. Êàêîé âèä ïðèìåò ñèñòåìà (8.5) ïðè ñëåäóþùåé çàìåíå ïåðåìåííûõ:

N0 =
1

k0α0
x, N1 =

1
α0

y, N2 =
1
α1

z?

2. Íàéäèòå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû è èññëåäóéòå
èõ íà óñòîé÷èâîñòü.

128. (Òðîôè÷åñêàÿ öåïü äëèíû 3.) Ðàññìîòðèì âîëüòåððîâñêóþ òðîôè-
÷åñêóþ öåïü äëèíû 3, îïèñûâàåìóþ ñèñòåìîé óðàâíåíèé





Ṅ1 = N1(−m1 + α0(C −N)− α1N2),
Ṅ2 = N2(−m2 + α1N1 − α2N3),
Ṅ3 = N3(−m3 + α2N2),

N(t) =
3∑

i=1

Ni(t),

ãäå C � ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî âåùåñòâà â çàìêíóòîé ýêîñèñòåìå; mi �
êîýôôèöèåíò ñìåðòíîñòè i-ãî âèäà; mi = const > 0, i = 1, 3; αi � êîýô-
ôèöèåíò ïîòðåáëåíèÿ è ïåðåðàáîòêè áèîìàññû, αi = const > 0, i = 0, 2.
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Íàéäèòå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû è èññëåäóéòå èõ íà óñòîé÷è-
âîñòü.
129. (Çàäà÷à îõðàíû ðåäêîãî âèäà.) Ðàññìîòðèì ìîäåëüíóþ ýêîñèñòåìó
òðåõ òðîôè÷åñêèõ óðîâíåé ¾ðàñòèòåëüíîñòü � òðàâîÿäíûå æèâîòíûå �
õèùíèêè¿, â êîòîðóþ ïîñòóïàåò âíåøíèé ðåñóðñ ñî ñêîðîñòüþ Q [53].
Ïóñòü Ni, i = 0, 3, � áèîìàññû (èëè ÷èñëåííîñòè) ñîîòâåòñòâóþùèõ
óðîâíåé (N0 � ìàññà âíåøíåãî ðåñóðñà). Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñîñòîÿíèå
ìîäåëüíîé ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû óðàâíåíèé





dN0
dt = Q− α0N0N1,

dN1
dt = N1(k0α0N0 − α1N2 −m1),

dN2
dt = N2(k1α1N1 − α2N3 −m2),

dN3
dt = N3(k2α2N2 − α3N3 −m3).

Ïîä ñòàöèîíàðíîé çàäà÷åé îõðàíû ïîïóëÿöèè áóäåì ïîíèìàòü ñëåäó-
þùóþ çàäà÷ó. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìîäåëüíàÿ ýêîñèñòåìà íàõîäèòñÿ â
ðàâíîâåñíîì ðåæèìå. Çàäàþòñÿ æåëàåìûå äèàïàçîíû èçìåíåíèÿ ÷èñ-
ëåííîñòè ðåäêîãî âèäà, à äëÿ îñòàëüíûõ òðåáóåòñÿ íàéòè ãðàíèöû èç-
ìåíåíèÿ èõ ÷èñëåííîñòåé òàê, ÷òîáû ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè ðåäêîãî
âèäà íàõîäèëàñü â ýòèõ æåëàåìûõ äèàïàçîíàõ.

Ðåøèòå ñòàöèîíàðíóþ çàäà÷ó îõðàíû ïîïóëÿöèè â ñëó÷àÿõ, êîãäà
öåííûì (ðåäêèì) âèäîì ÿâëÿåòñÿ: a) ïîïóëÿöèÿ õèùíèêîâ, á) ïîïóëÿ-
öèÿ òðàâîÿäíûõ æèâîòíûõ, â) ðàñòèòåëüíîñòü.
130. Ðàññìîòðèì òðåõêîìïîíåíòíîå áèîëîãè÷åñêîå ñîîáùåñòâî. Ïóñòü
ñâÿçü ìåæäó êîìïîíåíòàìè èìååò âèä

N1 → N2 → N3,

ãäå N1(t) � áèîìàññà 1-ãî âèäà � æåðòâû ïî îòíîøåíèþ êî âòîðîé êîì-
ïîíåíòå; N2(t) � áèîìàññà 2-ãî âèäà � õèùíèêà ïî îòíîøåíèþ ê êîì-
ïîíåíòå ñ áèîìàññîé N1 è æåðòâû ê òðåòüåé êîìïîíåíòå ñ áèîìàññîé
N3(t).

Â ðàìêàõ âîëüòåððîâñêîé ñõåìû ìîäåëü äàííîãî ñîîáùåñòâà ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå ñëåäóþùåé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:





dN1
dt = ε1N1 − γ1N1N2,

dN2
dt = −ε2N2 + γ21N1N2 − γ23N2N3,

dN3
dt = −ε3N3 + γ3N2N3 − α3N

2
3 .

(8.6)
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Çäåñü ïàðàìåòðû ìîäåëè ε1, ε2, ε3, γ1, γ23, γ23, α3 � ïîëîæèòåëüíûå
êîíñòàíòû.

Ñèñòåìà (8.6) ñîäåðæèò âîñåìü ïàðàìåòðîâ. Ñ ïîìîùüþ çàìåíû
N1 = k1x, N2 = k2y, N3 = k3z

ñèñòåìà ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê âèäó




dx
dt = (ε1 − y)x,

dy
dt = (−C + x− Ez)y,

dz
dt = (−F + y − z)z.

(8.7)

Âûïîëíèòå ñëåäóþùèå çàäàíèÿ:

1. Íàéäèòå êîýôôèöèåíòû ki, i = 1, 3.

2. Óñòàíîâèòå ñâÿçü ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû (8.7) C, E, F è G ñ ïàðàìåòðà-
ìè ñèñòåìû (8.6).

3. Íàéäèòå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (8.7).
4. Èññëåäóéòå íà óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (8.7),

èñïîëüçóÿ êðèòåðèé Ðàóñà � Ãóðâèöà.

131. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â îçåðíîé ýêîñèñòåìå ñ òðîôè÷åñêîé öåïüþ äëè-
íû 3 (ôèòîïëàíêòîí, çîîïëàíêòîí, ïëàíêòîíîÿäíûå ðûáû) ïðåäïðèíè-
ìàåòñÿ ïîïûòêà ðàçâåñòè õèùíûõ ðûá [23]. Äî êàêîãî óðîâíÿ íàäî óâå-
ëè÷èòü ïîòîê ðåñóðñà Q â ýêîñèñòåìó, ÷òîáû îáåñïå÷èòü óñòîé÷èâîñòü
òðîôè÷åñêîé öåïè äëèíû 4?
132. Â îêåàíè÷åñêîé ýêîñèñòåìå èç 5 óðîâíåé (ôèòîïëàíêòîí, çîî-
ïëàíêòîí, ïëàíêòîíîÿäíûå ðûáû, ìîðñêèå æèâîòíûå è ïòèöû) âîçíèê-
ëà íåîáõîäèìîñòü ýêñïëóàòàöèè, ïðè êîòîðîé èç íåå áóäåò èçûìàòüñÿ
÷àñòü áèîìàññû çîîïëàíêòîíà [23]. Îäíàêî ïðè ýòîì ýêîñèñòåìà äîëæíà
áûòü ñîõðàíåíà. Êàêóþ äîëþ áèîìàññû âòîðîãî óðîâíÿ ìîæíî èçûìàòü
áåç ðàçðóøåíèÿ ýêîñèñòåìû, ò. å. áåç óìåíüøåíèÿ äëèíû òðîôè÷åñêîé
öåïè?
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Òåìà 9
Äèñêðåòíûå ìîäåëè ìíîãîâèäîâûõ ýêîñèñòåì

Ðàññìîòðèì ñîîáùåñòâî äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîïóëÿöèé ðàçëè÷-
íûõ âèäîâ, èìåþùèõ îäèíàêîâûé õàðàêòåðíûé ïåðèîä æèçíåäåÿòåëü-
íîñòè. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýêîñèñòåìó â ìîìåíòû âðåìåíè, êðàòíûå
óêàçàííîìó ïåðèîäó, à ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèé â t-é ìîìåíò âðåìåíè
îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâåííî xt è yt.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðèñïîñîáëåííîñòè âèäîâ xt+1
xt

, yt+1
yt

çàâèñÿò
òîëüêî îò ÷èñëåííîñòåé â t-é ìîìåíò âðåìåíè, ò. å. äðóãèå óñëîâèÿ ñóùå-
ñòâîâàíèÿ íåèçìåííû èëè èõ êîëåáàíèÿ íåñóùåñòâåííî âëèÿþò íà ïðè-
ñïîñîáëåííîñòü. Òîãäà ñâÿçü ìåæäó ÷èñëåííîñòÿìè ïîïóëÿöèé â ñìåæ-
íûå ìîìåíòû âðåìåíè îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé äèñêðåòíîé äèíàìè÷å-
ñêîé ñèñòåìîé: {

xt+1 = xt f(xt, yt),

yt+1 = yt g(xt, yt).
(9.1)

Ïî ñìûñëó ôóíêöèè f è g � ïîëîæèòåëüíûå íåîòðèöàòåëüíûõ àðãóìåí-
òîâ. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îíè íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû.

Â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðà ñâÿçè âèäîâ ôóíêöèè f è g îáëàäàþò
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. Êîíêóðåíöèÿ f(x, y) è g(x, y) óáûâàþò ïî îáîèì àðãóìåíòàì,
f(0, 0) > 1, g(0, 0) > 1

2. Õèùíè÷åñòâî, f(x, y) óáûâàåò ïî îáîèì àðãóìåíòàì,
ïàðàçèòèçì g(x, y) âîçðàñòàåò ïî x è óáûâàåò ïî y,

f(0, 0) > 1, g(0, 0) ≤ 1.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî xt � ÷èñëåííîñòü æåðòâû
(õîçÿèíà), yt � ÷èñëåííîñòü õèùíèêà (ïàðàçèòà)

Ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (ñòàöèîíàðíûå òî÷êè) îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû
óðàâíåíèé {

x = x f(x, y),

y = y g(x, y).
(9.2)
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Ïîñòðîèâ â îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ
P ∗ = (x∗, y∗) ñîîòâåòñòâóþùóþ (9.1) ëèíåàðèçîâàííóþ ñèñòåìó

{
ξt+1 = (f(P ∗) + x∗f ′x(P ∗))ξt + x∗f ′y(P ∗)ηt,

ηt+1 = y∗g′x(P ∗)ξt + (g(P ∗) + y∗g′y(P ∗))ηt,
(9.3)

ìîæíî âûÿñíèòü õàðàêòåð óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïîëî-
æåíèå ðàâíîâåñèÿ P ∗ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, åñëè âñå ñîáñòâåííûå
÷èñëà ìàòðèöû ñèñòåìû (9.3) ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû.

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

133. Ïîñëå î÷åðåäíîé ïðîïîëêè ïîëÿ ñóììàðíûå áèîìàññû ïîëåçíûõ
ðàñòåíèé è ñîðíÿêîâ ñîñòàâëÿþò ñîîòâåòñòâåííî M0 è S0 (S0 ¿ M0).
Â äàëüíåéøåì áèîìàññû Mi ïîëåçíûõ ðàñòåíèé è Si ñîðíÿêîâ â ïðî-
èçâîëüíûé i-é ìîìåíò âðåìåíè t = i4t ïåðèîäà èíòåíñèâíîãî ðîñòà
ðàñòåíèé îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè:

Mi+1 −Mi

4t
= Mi · (k1 − k2

σ
Si),

Si+1 − Si

4t
= Si · (k3 − k4

σ
Mi),

ãäå i = 0, 1, 2, . . ., n; 4t � ìàëûé èíòåðâàë âðåìåíè; σ � ïëîùàäü ïîëÿ;
ki, i = 1, 4 � êîýôôèöèåíòû, õàðàêòåðèçóþùèå ñêîðîñòü ðîñòà ðàñòå-
íèé. Óñòàíîâèòå ðàâíîâåñíûå áèîìàññû ïîëåçíûõ ðàñòåíèé è ñîðíÿêîâ
è èññëåäóéòå èõ íà óñòîé÷èâîñòü.
134. (Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ìîäåëü êîíêóðåíöèè äâóõ âèäîâ.) Ðàññìîòðèì
äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, îïèñûâàþùóþ ðàçâèòèå ñîîáùåñòâà äâóõ êîí-
êóðèðóþùèõ âèäîâ [49]:

{
x(t + 1) = A · x(t) · e−αx(t)−βy(t),

y(t + 1) = B · y(t) · e−εx(t)−δy(t),

ãäå x(t), y(t) � ÷èñëåííîñòè êîíêóðèðóþùèõ âèäîâ; A,B � ïîñòîÿííûå
êîýôôèöèåíòû, ó÷èòûâàþùèå ïðèðîñò âèäà, íå ñâÿçàííûé ñ êîíêóðåí-
öèåé (A, B > 1). Ïàðàìåòðû ìîäåëè α, β, ε, δ, ó÷èòûâàþùèå êîíêó-
ðåíöèþ äâóõ âèäîâ, ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè êîíñòàíòàìè.

1. Ñêîëüêî ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ èìååò ñèñòåìà?
2. Óñòàíîâèòå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè íåíóëåâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.
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3. Íà ïëîñêîñòè Oxy ïîñòðîéòå îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè íåíóëåâîãî ïîëî-
æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

135. (Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ìîäåëü ñèñòåìû ¾õèù-
íèê �æåðòâà¿.) Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòå-
ìó, îïèñûâàþùóþ ðàçâèòèå ñîîáùåñòâà äâóõ âè-
äîâ � æåðòâû è õèùíèêà [49]:

{
x(t + 1) = A · x(t) · e−αx(t)−βy(t),

y(t + 1) = B · y(t) · eεx(t)−δy(t).

Çäåñü x(t) � ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè æåðòâû; y(t) � ÷èñëåííîñòü ïîïó-
ëÿöèè õèùíèêà; A,B � ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû ïðèðîñòà áåç ó÷åòà
âçàèìîäåéñòâèÿ âèäîâ, ïðè÷åì A > 1 è 0 < B < 1. Ïàðàìåòðû ìî-
äåëè α, β, ε, δ, ó÷èòûâàþùèå âçàèìîäåéñòâèå äâóõ âèäîâ, ÿâëÿþòñÿ
ïîëîæèòåëüíûìè êîíñòàíòàìè.

1. Ñêîëüêî ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ èìååò ñèñòåìà?
2. Óñòàíîâèòå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè íåíóëåâîãî ïîëî-

æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.
3. Íà ïëîñêîñòè Oxy ïîñòðîéòå îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè íåíóëåâîãî ïîëî-

æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

136. (Äèñêðåòíàÿ ìîäåëü âçàèìîäåéñòâèÿ ¾ïàðàçèò � õîçÿèí¿ â ñòàöèî-
íàðíîé ñðåäå.) Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó [44]:

{
xn+1 = a · (1− f(xn, yn)) · yn,

yn+1 = k · f(xn, yn))yn,

ãäå xn, yn � ÷èñëåííîñòè ñîîòâåòñòâåííî ïàðàçèòîâ è õîçÿåâ â n-é ãîä;
ïàðàìåòð k (k > 1) õàðàêòåðèçóåò ñìåðòíîñòü è ðàçìíîæåíèå ïîïóëÿ-
öèè õîçÿåâ (æåðòâû); ïàðàìåòð a (0 < a < 1) õàðàêòåðèçóåò ñìåðòíîñòü
ïàðàçèòîâ, íå ñâÿçàííóþ ñî âçàèìîäåéñòâèåì ìåæäó âèäàìè; ôóíêöèÿ
f(x, y) èìååò ñìûñë äîëè íåïîðàæåííûõ ïàðàçèòàìè õîçÿåâ (íå óíè÷òî-
æåííûõ õèùíèêàìè æåðòâ), 0 ≤ f(x, y) ≤ 1. Ïî áèîëîãè÷åñêîìó ñìûñëó
ôóíêöèÿ f(x, y) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

a) f ′x(x, y) < 0, ò. å. äîëÿ íåïîðàæåííûõ õîçÿåâ ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà
ïàðàçèòîâ è äàííîé ÷èñëåííîñòè õîçÿåâ óìåíüøàåòñÿ;
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b) f ′y(x, y) > 0, ò. å. äîëÿ íåïîðàæåííûõ õîçÿåâ íå óáûâåò ïðè óâåëè÷å-
íèè ÷èñëà õîçÿåâ ïðè äàííîé ÷èñëåííîñòè ïàðàçèòîâ;

c) df(λx,λy)
dλ < 0, ò. å. ïðîïîðöèîíàëüíîå óâåëè÷åíèå ÷èñëåííîñòè ïàðà-

çèòîâ è õîçÿåâ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî äîëÿ íåïîðàæåííûõ õîçÿåâ óáû-
âàåò.

Âûïîëíèòå ñëåäóþùèå çàäàíèÿ:

1. Íàéäèòå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû.
2. Ïîñòðîéòå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû ëèíåàðèçîâàí-

íîé ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè íåíóëåâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Äî-
êàæèòå, ÷òî åãî êîðíè ïî ìîäóëþ îäíîâðåìåííî îáà áîëüøå èëè îáà
ìåíüøå åäèíèöû.

3. Ïîëó÷èòå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.
4. Èññëåäóéòå íà óñòîé÷èâîñòü íåíóëåâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ äèñ-

êðåòíîé ñèñòåìû
{

xn+1 = a · (1− e−γxn) · yn,

yn+1 = k · e−γxn · yn.



Òåìà 10. Íîðìèðîâàíèå âûáðîñîâ âðåäíûõ âåùåñòâ 81

Òåìà 10
Íîðìèðîâàíèå âûáðîñîâ âðåäíûõ âåùåñòâ.

Òåîðåòèêî-èãðîâîé ïîäõîä
10.1. Íîðìèðîâàíèå âûáðîñîâ âðåäíûõ âåùåñòâ. Ìîäåëü I

Ïóñòü â ïðîìûøëåííîì ðàéîíå ðàñïîëîæåíî n ïðåäïðèÿòèé, êàæäîå
èç êîòîðûõ èìååò îäèí èñòî÷íèê, âûáðàñûâàþùèé â àòìîñôåðó âðåä-
íóþ ïðèìåñü. Â ðàéîíå èìååòñÿ ýêîëîãè÷åñêè çíà÷èìàÿ çîíà Ω, óðîâåíü
çàãðÿçíåíèÿ â êîòîðîé íå äîëæåí ïðåâûøàòü ïðåäåëüíî äîïóñòèìîãî
çíà÷åíèÿ. Óñðåäíåííîå ïî âðåìåíè è îáëàñòè Ω çíà÷åíèå êîíöåíòðàöèè
ìîæíî ðàññ÷èòàòü ïî ôîðìóëå

q =
n∑

i=1

cixi, i = 1, 2, ..., n, 0 ≤ xi ≤ ai, (10.1)

ãäå ci > 0 � ïîñòîÿííûå, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà àòìîñôåð-
íîãî ïåðåíîñà, ìåñòîíàõîæäåíèÿ è òåõíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê èñòî÷-
íèêîâ âûáðîñîâ. Ïóñòü Θ <

n∑
i=1

ciai � çíà÷åíèå ïðåäåëüíî äîïóñòèìîé
êîíöåíòðàöèè (ÏÄÊ) âðåäíîé ïðèìåñè.

Ñ÷èòàÿ ïðåäïðèÿòèÿ èãðîêàìè, ïîñòðîèì èãðó, ìîäåëèðóþùóþ
êîíôëèêòíóþ ñèòóàöèþ çàãðÿçíåíèÿ àòìîñôåðû [29]. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî êàæäîå ïðåäïðèÿòèå i ìîæåò ñíèæàòü ñâîè ýêñïëóàòàöèîííûå ðàñ-
õîäû ïîñðåäñòâîì óâåëè÷åíèÿ âûáðîñà xi, îäíàêî, åñëè â çîíå Ω óðîâåíü
çàãðÿçíåíèÿ ïðåâûøàåò ÏÄÊ, íà ïðåäïðèÿòèå íàêëàäûâàåòñÿ øòðàô
si > 0.

Ïóñòü èãðîê (ïðåäïðèÿòèå) i èìååò âîçìîæíîñòü âûáèðàòü çíà÷å-
íèÿ xi èç ìíîæåñòâà Xi = [0, ai]. Ôóíêöèè âûèãðûøà èãðîêîâ (ïðåä-
ïðèÿòèé) èìåþò âèä

Hi(x1, x2, . . ., xn) =
{

hi(x1, x2, . . ., xn), q ≤ Θ,
hi(x1, x2, . . ., xn)− si, q > Θ,

(10.2)

ãäå hi(x1, x2, . . ., xn) � íåïðåðûâíûå è âîçðàñòàþùèå ïî àðãóìåíòó xi

ôóíêöèè.



82 Òåìà 10. Íîðìèðîâàíèå âûáðîñîâ âðåäíûõ âåùåñòâ

Â êà÷åñòâå ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè â ýòîé èãðå ðàññìîòðèì ðàâíî-
âåñèå ïî Íýøó.
Îïðåäåëåíèå. Íàáîð ñòðàòåãèé x1, x2, . . ., xn íàçûâàåòñÿ ñèòóàöèåé
ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó, åñëè íè îäèí èç èãðîêîâ íå ìîæåò ïîëó÷èòü âûãîäó
ïðè îäíîñòîðîííåì èçìåíåíèè ñâîåé ñòðàòåãèè.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñèòóàöèþ ðàâíîâåñèÿ â ÷èñòûõ
ñòðàòåãèÿõ. Â ñèëó ìîíîòîííîñòè êàæäîé èç ôóíêöèé âûèãðûøà
hi(x1, x2, . . ., xn) ïî àðãóìåíòó xi ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ íàõîäÿòñÿ íà ãè-
ïåðïëîñêîñòè

n∑
i=1

cixi = Θ.

Áóäåì íàçûâàòü ñèòóàöèþ ðàâíîâåñèÿ x äîïóñòèìîé, åñëè
n∑

i=1

cixi ≤
≤ Θ, à îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì � ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ñèòóàöèé ðàâ-
íîâåñèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè áåñêîàëèöèîííóþ èãðó
Γ1 = 〈I, {Xi}i∈I , {Hi}i∈I〉,

â êîòîðîé ôóíêöèè âûèãðûøà çàäàíû â âèäå

Hi(x1, x2, . . ., xn) =
{

hiq, q ≤ Θ,
hiq − si, q > Θ,

q =
n∑

i=1

cixi, (10.4)

ãäå hiq � íåïðåðûâíû è âîçðàñòàþò.
Ïóñòü qmax =

∑
i∈I

ciai, à K ⊆ I � ìíîæåñòâî èãðîêîâ, äëÿ êîòîðûõ

ñóùåñòâóþò qj ∈ (Θ,Θ+cjaj), j ∈ K, òàêèå, ÷òî hj(Θ) = hjqj−sj , j ∈ K.
Òåîðåìà 1. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû

n∑
i=1

cixi = Θ, 0 ≤ xi ≤ ai,

qi −
∑

i∈I,i 6=j

cixi ≥ cjaj , j ∈ K, cj > 0,
(10.5)

ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì äîïóñòèìûõ ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ â èãðå Γ1.
Ïåðåïèøåì ñèñòåìó (10.5) â âèäå∑

i∈I

cixi = Θ, 0 ≤ xi ≤ ai,

qj ≥
n∑

i=1

cixi − cjxj + cjaj , j ∈ K,
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èëè ∑
i∈I

cixi = Θ, xj ≥ aj − 1
cj

(qj −Θ), j ∈ K,

0 ≤ xi ≤ ai, i ∈ I.
(10.6)

Òåîðåìà 2. Åñëè ∑
j∈K

cjaj ≥ Θ, òî, äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà èìåëà

ðåøåíèå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå
∑

j∈K

(qj − cjaj) ≥ Θ(| K | −1). (10.7)

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè ∑
j∈K

cjaj < Θ, òî ðåøåíèå ñèñòåìû (10.6) ñóùåñòâó-

åò âñåãäà è âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì:

xj = aj , j ∈ K, xi = ai

Θ− ∑
j∈K

cjaj

∑
p∈I\K

cpap
, i ∈ I \K.

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (10.7), òî ðåøåíèå ñèñòå-
ìû (10.6) ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëàì:

xj = aj − (qj −Θ)
cj

+ εj , j ∈ K, xj = 0, j ∈ I \K,

ãäå εj óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì 0 ≤ εj ≤ (qj−Θ)
cj

, j ∈ K. Â ÷àñòíîñòè,
εj ìîæíî âûáðàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

εj =
qj −Θ

cj
·

∑
j∈K

(qj − cjaj)−Θ(| K | −1)
∑

j∈K

(qj −Θ)
.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü K 6= ∅ è
∑

j∈K

cjaj ≥ Θ, cj > 0, òîãäà äëÿ òîãî,

÷òîáû â èãðå Γ1 ñóùåñòâîâàëà äîïóñòèìàÿ ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ ïî
Íýøó, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

Θ(| K | −1) ≤
∑

j∈K

(qj − cjaj). (10.8)
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Òåîðåìà 4. Äîïóñòèìàÿ ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ â èãðå Γ1 åäèíñòâåííà,
åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1.
∑

j∈K

qj = (| K | −1)Θ +
∑

j∈K

cjaj ,

2.
∑

j∈K

cjaj ≥ Θ.

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

137. Âûÿñíèòå, ñóùåñòâóåò ëè ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ â èãðå Γ1 ïðè óêà-
çàííûõ íèæå çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ. Åñëè ñóùåñòâóåò, òî íàéäèòå îï-
òèìàëüíûå çíà÷åíèÿ âûáðîñîâ êàæäîãî ïðåäïðèÿòèÿ òàê, ÷òîáû ìèíè-
ìèçèðîâàòü ïîòåðè.
1) n = 2, Θ = 6, q = x1 + x2, s1 = 2, s2 = 1,5, a1 = 4, a2 = 5.
Ôóíêöèè âûèãðûøà èãðîêîâ:

H1(x1, x2) =
{

x1 + x2, q ≤ Θ,
x1 + x2 − s1, q > Θ;

H2(x1, x2) =
{

3(x1 + x2), q ≤ Θ,
3(x1 + x2)− s2, q > Θ.

2) n = 2, Θ = 6, q = x1 + x2, s1 = 4
3 , s2 = 5, a1 = 4, a2 = 5.

Ôóíêöèè âûèãðûøà èãðîêîâ:

H1(x1, x2) =
{

x1 + x2, q ≤ Θ,
x1 + x2 − s1, q > Θ;

H2(x1, x2) =
{

3(x1 + x2), q ≤ Θ,
3(x1 + x2)− s2, q > Θ.

3) n = 3, Θ = 11, q = 3x1 + 2x2 + x3, s1 = 4, s2 = 3, s3 = 2,
a1 = a2 = 5, a3 = 3.

Ôóíêöèè âûèãðûøà èãðîêîâ (i = 1, 2, 3) èìåþò âèä

Hi(x1, x2, x3) =
{

biq, q ≤ Θ,
biq − si, q > Θ,

ãäå b = (2, 1, 3).
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4) n = 3, Θ = 6, q = x1 + x2 + 3x3, s1 = 4, s2 = 3, s3 = 5,
a1 = a2 = 3, a3 = 2.

Ôóíêöèè âûèãðûøà èãðîêîâ (i = 1, 2, 3) èìåþò âèä

Hi(x1, x2, x3) =
{

biq, q ≤ Θ,
biq − si, q > Θ,

ãäå b = (2, 6, 1
2 ).

10.2. Íîðìèðîâàíèå âûáðîñîâ âðåäíûõ âåùåñòâ. Ìîäåëü II

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîòåðè ïðåäïðèÿòèÿ i ñêëàäûâàþòñÿ èç ðàñõîäîâ íà
ïåðåðàáîòêó îòõîäîâ è íàëîãà íà çàãðÿçíåíèå. Ôóíêöèÿ fi(ai − xi) �
íåïðåðûâíàÿ óáûâàþùàÿ, õàðàêòåðèçóåò âåëè÷èíó ðàñõîäîâ íà ïåðå-
ðàáîòêó îòõîäîâ, ãäå xi � âûáðîñ i-ãî ïðåäïðèÿòèÿ (0 ≤ xi ≤ ai), à
ai > 0 � ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé âûáðîñ ïðåäïðèÿòèÿ i. Íàëîã íà çà-
ãðÿçíåíèå îïðåäåëèì â âèäå ki

n∑
i=1

cixi, ãäå ki > 0. Âåëè÷èíó ki > 0 áóäåì
íàçûâàòü öåíîé çàãðÿçíåíèÿ äëÿ ïðåäïðèÿòèÿ i.

Îáîçíà÷èì hi(xi) = −fi(ai − xi), òîãäà

Hi(x1, x2, . . . , xn) =





hi(xi)− ki

n∑
i=1

cixi, q ≤ Θ,

hi(xi)− ki

n∑
i=1

cixi − si, q > Θ,
(10.9)

q =
n∑

i=1

cixi, ci > 0, si > 0.

Ðàññìîòðèì áåñêîàëèöèîííóþ èãðó n ëèö Γ2 = 〈I, {Xi}i∈I , {Hi}i∈I〉, ãäå
Hi(x1, . . ., xn) èìåþò âèä (10.9), Xi = [0, ai] [29]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç N
ìíîæåñòâî èãðîêîâ, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

hj(0) > hj(aj)− kjcjaj − sj , j ∈ N .
Òåîðåìà 5. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû

n∑
i=1

cixi = Θ, 0 ≤ xi ≤ ai,

hj(xj)− kjcjaj ≥ hj(aj)− kjcjaj − sj , j ∈ N

(10.10)
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ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì äîïóñòèìûõ ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ â èãðå Γ2.
Òåîðåìà 6. Äëÿ òîãî ÷òîáû â èãðå Γ2 ñóùåñòâîâàëà äîïóñòèìàÿ ñè-
òóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

∑

j∈N

cjx
0
j ≤ Θ. (10.11)

Ñëåäñòâèå. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∑
j∈N

cjaj ≥ Θ, òî ðåøåíèå ñèñòåìû (10.10) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

xj = x0
j + εj , j ∈ N,

xj = 0, j ∈ I \N,

ãäå

εj = (aj − x0
j )

Θ− ∑
j∈N

cjx
0
j

∑
j∈N

(cjaj − cjx0
j )

.

Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
∑

j∈N

cjaj < Θ, òî

ðåøåíèåì ñèñòåìû (10.10) áóäåò âåêòîð x, êîìïîíåíòû êîòîðîãî ðàâíû:

xj = aj , j ∈ N,

xi = ai

Θ− ∑
j∈N

cjaj

∑
i∈I\N

ciai
.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü
∑

j∈N

cjaj ≥ Θ. Äëÿ òîãî ÷òîáû äîïóñòèìàÿ ñèòóà-

öèÿ ðàâíîâåñèÿ â èãðå Γ2 áûëà åäèíñòâåííîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-
íî, ÷òîáû ∑

j∈N

cjx
0
j = Θ.
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Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

138. Äëÿ ïðèâåäåííûõ íèæå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ íàéäèòå âåëè÷èíó
øòðàôîâ si òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà äîïóñòèìàÿ ñèòóàöèÿ
ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó â èãðå Γ2, è íàéäèòå ýòó ðàâíîâåñíóþ ñèòóàöèþ:
1) n = 3, Θ = 10, q = 2x1 + 3x2 + 4x3, a1 = a3 = 2, a2 = 3. Ôóíêöèè
âûèãðûøà èãðîêîâ îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

Hi(x1, x2, x3) =
{

hi(xi)− kiq, q ≤ Θ, i = 1, 3,
hi(xi)− kiq − si, q > Θ, i = 1, 3,

ãäå h1(x1) = 3x1, h2(x2) = 4x2, h3(x3) = 5x3; ki � öåíû çàãðÿçíåíèÿ,
óñòàíîâëåíû äëÿ êàæäîãî èç èãðîêîâ â ðàçìåðå åäèíèöû.
2) n = 2, Θ = 15, q = 5x1 + 2x2, a1 = 1, a2 = 3. Ôóíêöèè âûèãðûøà
èãðîêîâ îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

Hi(x1, x2) =
{

hi(xi)− kiq, q ≤ Θ, i = 1, 2,
hi(xi)− kiq − si, q > Θ, i = 1, 2,

ãäå h1(x1) = 2x1, h2(x2) = x2; ki � öåíû çàãðÿçíåíèÿ, óñòàíîâëåíû äëÿ
êàæäîãî èç èãðîêîâ â ðàçìåðå åäèíèöû.
3) n = 4, Θ = 21, q = 2x1 + 3x2 + 2x3 + 4x4, a2 = a4 = 2, a1 = 1, a3 = 3.

Ôóíêöèè âûèãðûøà èãðîêîâ îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

Hi(x1, x2, x3, x4) =
{

hi(xi)− q, q ≤ Θ, i = 1, 4,
hi(xi)− q − si, q > Θ, i = 1, 4,

ãäå h1(x1) = 3x1, h2(x2) = x2, h3(x3) = 4x3, h4(x4) = x4.
139.Ïðè çàäàííûõ íèæå çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ óñòàíîâèòå öåíó çàãðÿç-
íåíèÿ ki äëÿ êàæäîãî èç ïðåäïðèÿòèé â èãðå Γ2 òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
ñóùåñòâîâàëà äîïóñòèìàÿ ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó. Íàéäèòå ýòó
ðàâíîâåñíóþ ñèòóàöèþ.
1) n = 2, Θ = 5, q = x1 + 2x2, s1 = 1, s2 = 2, a1 = 2, a2 = 3. Ôóíêöèè
âûèãðûøà èãðîêîâ îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

Hi(x1, x2) =
{

hi(xi)− kiq, q ≤ Θ, i = 1, 2,
hi(xi)− kiq − si, q > Θ, i = 1, 2,

ãäå h1(x1) = 2x1, h2(x2) = 4x2; ki � öåíû çàãðÿçíåíèÿ, k1 + k2 = 2.
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2) n = 3, Θ = 10, q = 2x1 + 3x2 + 4x3, s1 = s2 = s3 = 1, a1 = 2,
a2 = 3, a3 = 2. Ôóíêöèè âûèãðûøà èãðîêîâ îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìó-
ëàì:

Hi(x1, x2, x3) =
{

hi(xi)− kiq, q ≤ Θ, i = 1, 3,
hi(xi)− kiq − si, q > Θ, i = 1, 3,

ãäå h1(x1) = 3x1, h2(x2) = 4x2, h3(x3) = 5x3; ki � öåíû çàãðÿçíåíèÿ,
k1 + k2 + k3 = 3.
3) n = 5, Θ = 12, q = x1 + 2x2 + 3x3 + 2x4 + x5, s1 = 2, s2 = 1, s3 = 1,
s4 = 2, s5 = 3, a1 = a5 = 3, a2 = a3 = a4 = 2. Ôóíêöèè âûèãðûøà
èãðîêîâ îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

Hi(x1, x2, x3, x4, x5) =
{

hi(xi)− kiq, q ≤ Θ, i = 1, 5,
hi(xi)− kiq − si, q > Θ, i = 1, 5,

ãäå h1(x1) = 2x1, h2(x2) = 2x2, h3(x3) = x3, h4(x4) = 2x4, h5(x5) = 2x5;
ki � öåíû çàãðÿçíåíèÿ, k1 + 2k2 + k3 + 2k4 + k5 = 3.

10.3. Ñèëüíî ðàâíîâåñíûå ñèòóàöèè

Îïðåäåëèì ñèëüíî ðàâíîâåñíóþ ñèòóàöèþ êàê íàáîð n ñòðàòåãèé, òàêèõ,
÷òî íå ñóùåñòâóåò êîàëèöèè S ⊆ N , êîòîðàÿ îäíîñòîðîííèì èçìåíåíèåì
ñòðàòåãèé âõîäÿùèõ â íåå èãðîêîâ ìîæåò óâåëè÷èòü âûèãðûøè ñâîèõ
÷ëåíîâ, åñëè îñòàëüíûå èãðîêè íå èçìåíÿþò ñòðàòåãèè.
Îïðåäåëåíèå. Ñèòóàöèÿ x∗ â èãðå Γ ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ðàâíîâåñíîé, åñ-
ëè íå ñóùåñòâóåò S ⊆ I è xS = {xj}j∈S , òàêèõ, ÷òî 0 ≥ xj ≥ aj

è Hj(x∗‖xS) ≥ Hj(x∗) äëÿ âñåõ j ∈ S.
Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèíöèïà îïòèìàëüíîñòè ñèëüíîå ðàâíîâå-

ñèå. Áóäåì íàçûâàòü ñèòóàöèþ äîïóñòèìîé, åñëè
n∑

i=1

cixi ≤ Θ. Îïòè-
ìàëüíûì ðåøåíèåì áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ñèëüíî ðàâ-
íîâåñíûõ ñèòóàöèé [29].

Ðàññìàòðèâàåì èãðó Γ1. Äëÿ ëþáîé ñèëüíî ðàâíîâåñíîé ñèòóàöèè
x = (x1, x2, ..., xn) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∑
i∈I

cixi = Θ. Ìíîæåñòâî K ⊆ I

îïðåäåëèì êàê ìíîæåñòâî èãðîêîâ, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò çíà÷åíèÿ
qj ∈ (Θ,

∑
i∈I

ciai), òàêèå, ÷òî hj(qj)− sj = hj(Θ), j ∈ K.

Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûå èãðû ΓS (S ⊆ K). Ìíîæåñòâî èãðîêîâ
â èãðå ΓS ñîñòîèò èç èãðîêîâ ìíîæåñòâà I, íå ïðèíàäëåæàùèõ S, è
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êîàëèöèè S, êîòîðàÿ äåéñòâóåò êàê îäèí èãðîê jS . Ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé
èãðîêà jS îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

XjS
= {xjS

: 0 ≤ xjS
≤ ajS

},

ãäå ajS
=

∑
k∈S

ckak.

Îáîçíà÷èì qjS = max
k∈S

qk. Ïóñòü kS ∈ S � èãðîê, äëÿ êîòîðîãî çíà÷å-
íèå qkS

ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì èç âñåõ qj äëÿ j ∈ S. Ôóíêöèè âûèãðûøà
èãðîêà jS âûáåðåì â âèäå

HjS (x) = HkS (x) =
{

hkS
(q), q ≤ Θ,

hkS
(q)− skS

, q > Θ,

ãäå q =
∑

j∈I\S
cjxj + xjS

. Ôóíêöèè âûèãðûøà îñòàëüíûõ èãðîêîâ îïðå-

äåëÿþòñÿ òàê æå, êàê â èãðå Γ1.
Óòâåðæäåíèå 1.Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ â èã-
ðå ΓS ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé è íåðà-
âåíñòâ ∑

i∈I\S
cixi + xjS

= Θ,

0 ≤ xi ≤ ai, 0 ≤ xjS
≤ ajS

, xj ≥ aj − qj −Θ
cj

, j ∈ KS ,

xjS
≥ ajS

− qjS
+ Θ,

åñëè qjS
< ajS

+ Θ, è ñèñòåìû
∑

i∈I\S
cixi + xjS

= Θ,

0 ≤ xi ≤ ai, 0 ≤ xjS
≤ ajS

, xj ≥ aj − qj −Θ
cj

,

j ∈ KS \ S,

åñëè qjS ≥ ajS + Θ. Çäåñü KS = {j : j ∈ K \ S, qj < Θ + cjaj}.
Óòâåðæäåíèå 2. Ìíîæåñòâî ñèëüíî ðàâíîâåñíûõ ñèòóàöèé â èãðå
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Γ1 ñîâïàäàåò ñ ïåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâ XS ïî âñåì S ⊆ K è, ñëåäîâà-
òåëüíî, îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ

n∑
i=1

cixi = Θ, 0 ≤ xi ≤ ai, i = 1, 2, . . ., n,
∑
j∈S

cjxj ≥
∑
j∈S

cjaj − qjS
+ Θ, S ⊆ K.

Åñëè qjS
< Θ + ajS

, òî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâà-
íèÿ â èãðå Γ1 äîïóñòèìîé ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∑

j∈KS

(qj − cjaj) + qjS
− ajS

≥ Θ(| KS | −1).

Åñëè qjS ≥ Θ + ajS , òî ýòî óñëîâèå ïðèìåò âèä
∑

j∈KS

(qj − cjaj) ≥ Θ(| KS | −1).

Òåîðåìà. (Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ
äîïóñòèìîé ñèëüíî ðàâíîâåñíîé ñèòóàöèè â èãðå Γ1.) Åñëè qjS

<
< Θ+ ajS

äëÿ âñåõ s ⊆ K, òî, äëÿ òîãî ÷òîáû â èãðå Γ1 ñóùåñòâîâàëà
äîïóñòèìàÿ ñèëüíî ðàâíîâåñíàÿ ñèòóàöèÿ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

qjK
−

∑

i∈K

ciai ≥ 0.

Óòâåðæäåíèå 3. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
∑

j∈K

cjaj ≤ Θ, òî

îäíèì èç ðåøåíèé èãðû Γ1 áóäåò âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè

xj = aj , j ∈ K,

xi = ai

Θ− ∑
j∈K

cjaj

∑
j∈I\K

cjaj
, i ∈ I \K.

Åñëè æå
∑

j∈K

cjaj > Θ, òî ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

xj = aj − 1
cj

εj , j ∈ K,
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xi = 0, i ∈ I \K.

Óïîðÿäî÷èì qj(j ∈ K) ïî âîçðàñòàíèþ: qj1 ≤ qj2 ≤ · · · ≤ qj|K| . Âûáåðåì
εj òàêèìè, ÷òî εj1 ≤ qj1 − Θ, εjr ≤ qjr − qjr−1 . Ïðèâåäåííûì óñëîâèÿì
ñîîòâåòñòâóþò, íàïðèìåð, òàêèå çíà÷åíèÿ εjr

:

εjr = (qjr − qjr−1)

∑
j∈K

cjaj −Θ

qjK
−Θ

, r = 2, 3, . . ., |K|,

εj1 = (qj1 −Θ)

∑
j∈K

cjaj −Θ

qjK
−Θ

.

Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ

140. Íàéäèòå äîïóñòèìóþ ñèëüíî ðàâíîâåñíóþ ñèòóàöèþ â èãðå Γ1 ïðè
ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ:
1) n = 3, Θ = 7, q = x1 + 2x2 + 3x3, s1 = 3, s2 = 6, s3 = 1, a1 = a3 = 2,
a2 = 1. Ôóíêöèè âûèãðûøà èãðîêîâ èìåþò âèä:

Hi(x1, x2, x3) =
{

biq, q ≤ Θ,
biq − si, q > Θ,

ãäå b = (3, 2, 1).
2) n = 2, Θ = 9, q = 2x1 + 3x2, s1 = 3, s2 = 8, a1 = a2 = 2. Ôóíêöèè
âûèãðûøà èãðîêîâ èìåþò âèä:

Hi(x1, x2) =
{

biq, q ≤ Θ,
biq − si, q > Θ,

ãäå b = (1, 4).
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141. Ïóñòü äèíàìèêà âîçðàñòíîé ñòðóêòóðû ïîïóëÿöèè îïèñûâàåòñÿ
êëàññè÷åñêîé ìîäåëüþ Ëåñëè ñ ìàòðèöåé L:

L =




1/4 5/2 2
1/4 0 0
0 1/4 0


.

Íàéäèòå âîçðàñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîïóëÿöèè â ìîìåíò âðåìåíè t > 0,
åñëè íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîïóëÿöèè X(0) = (15, 15, 0)′. Óñòàíîâè-
òå ïðåäåëüíóþ âîçðàñòíóþ ñòðóêòóðó.
142. Ïóñòü äèíàìèêà âîçðàñòíîé ñòðóêòóðû ïîïóëÿöèè îïèñûâàåòñÿ
êëàññè÷åñêîé ìîäåëüþ Ëåñëè ñ ìàòðèöåé L:

L =




5/4 11/4 4
1/2 0 0
0 1/8 0


.

Íàéäèòå âîçðàñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîïóëÿöèè â ìîìåíò âðåìåíè t > 0,
åñëè íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîïóëÿöèè X(0) = (45, 15, 0)′. Óñòàíîâèòå
ïðåäåëüíóþ âîçðàñòíóþ ñòðóêòóðó.
143. Óñòàíîâèòå ïðåäåëüíîå âîçðàñòíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ ïîïóëÿöèè,
äèíàìèêà êîòîðîé îïèñûâàåòñÿ êëàññè÷åñêîé ìîäåëüþ Ëåñëè ñ ìàòðè-
öåé L:

L =




0 0 1 8 8
1/3 0 0 0 0
0 1/2 0 0 0
0 0 1/2 0 0
0 0 0 1/4 0




.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ïîïóëÿöèÿ èìåëà âîçðàñòíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå X(0) = (1, 0, 10, 2, 1)′.

144. Èññëåäóéòå íà óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ìîäåëè, îïèñûâàþùåé äèíàìèêó ðîñòà áàêòåðèàëüíîé ïîïóëÿöèè,
ñîäåðæàùåéñÿ â õåìîñòàòå





dN

dt
= (λC − w)N,

dC

dt
= w(a− C)− λqCN,
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ãäå N(t) � êîíöåíòðàöèÿ ìèêðîîðãàíèçìîâ; C(t) � êîíöåíòðàöèÿ ôàê-
òîðà LGF, îãðàíè÷èâàþùåãî ðîñò áàêòåðèé, â ïîñòóïàþùåé ïèùå; a �
êîëè÷åñòâî ïîñòóïàþùåé ïèùè; w � ñêîðîñòü ðàçáàâëåíèÿ; q � êîëè÷å-
ñòâî LGF, ïîòðåáëÿåìîå áàêòåðèÿìè, èëè, èíà÷å, ïîñòîÿííàÿ ñêîðîñòü
àññèìèëÿöèè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðû ìîäåëè a,w,w, λ ÿâëÿþò-
ñÿ ïîëîæèòåëüíûìè ïîñòîÿííûìè.
145. Èññëåäîâàòü íà óñòîé÷èâîñòü íåíóëåâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñè-
ñòåìû ¾õèùíèê � æåðòâà¿:

dx

dt
= εx− V (x)y,

dy

dt
= y(kV (x)−m),

ãäå x(t), y(t) � ÷èñëåííîñòè æåðòâû è õèùíèêà ñîîòâåòñòâåííî â ìîìåíò
âðåìåíè t; ε,m � ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû åñòåñòâåííîãî ïðèðîñòà
æåðòâû è åñòåñòâåííîé ñìåðòíîñòè õèùíèêà ñîîòâåòñòâåííî; k-ÿ ÷àñòü
ýíåðãèè áèîìàññû æåðòâ ïîòðåáëÿåòñÿ õèùíèêîì íà âîñïðîèçâîäñòâî.
À òðîôè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

V (x) =
bx2

c + x2
, b, c− const > 0.

Äàéòå ãðàôè÷åñêóþ èëëþñòðàöèþ ìåòîäà àíàëèçà ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâ
òðîôè÷åñêîé ôóíêöèè.
146. Ðàññìîòðèì íàñåëåííûé ïóíêò ñ ÷èñëåííîñòüþ N = const. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç x(t) ÷èñëåííîñòü çäîðîâûõ ëþäåé, ÷åðåç y(t) ÷èñëåííîñòü
áîëüíûõ ëþäåé.

Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ïîÿâèëñÿ îäèí çàáîëåâ-
øèé ÷åëîâåê (èñòî÷íèê èíôåêöèè), ò. å. y(0) = 1. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü,
÷òî íèêàêîãî óäàëåíèÿ çàáîëåâøèõ íå ïðîèñõîäèò (íåò íè âûçäîðîâëå-
íèÿ, íè ãèáåëè, íè èçîëÿöèè). Ñ÷èòàåì òàêæå, ÷òî ÷åëîâåê ñòàíîâèòñÿ
èñòî÷íèêîì èíôåêöèè ñðàçó æå ïîñëå òîãî, êàê îí ñàì çàðàçèòñÿ. Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî èçìåíåíèå ÷èñëà çàáîëåâøèõ âî âðåìåíè ïðÿìî ïðîïîð-
öèîíàëüíî ÷àñòîòå âñòðå÷ çäîðîâûõ è áîëüíûõ ëþäåé, òàê ÷òî äèíàìèêà
÷èñëåííîñòè áîëüíûõ ëþäåé ìîæåò áûòü îïèñàíà äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèåì

dy

dt
= βx(t)y(t), β = const > 0.

Óñòàíîâèòå ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà íàáëþäàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ïðèðîñò
÷èñëà çàáîëåâøèõ. Â êàêîé ìîìåíò âðåìåíè 90 % íàñåëåíèÿ áóäåò îõâà-
÷åíî ýïèäåìèåé? Ïîñòðîéòå ãðàôèêè ôóíêöèé x(t) è y(t).
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147. Äèíàìèêà âîçðàñòíîé ñòðóêòóðû ïîïóëÿöèè îïèñûâàåòñÿ îáîáùåí-
íîé ìîäåëüþ Ëåñëè âèäà





x1(t + 1) = e−αN(t)(b1x1(t) + b2x2(t) + b3x3(t)),

x2(t + 1) = s1e
−αN(t)x1(t),

x3(t + 1) = s2e
−αN(t)x2(t),

N(t) = x1(t) + x2(t) + x3(t).

(1)

Ïóñòü X∗ = (x∗1, x
∗
2, x

∗
3)
′ � ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (1),

N∗ = x∗1 + x∗2 + x∗3 � ðàâíîâåñíàÿ îáùàÿ ÷èñëåííîñòü.
Äîêàæèòå, ÷òî N∗ =

ln λ∗

α
, ãäå λ∗ � ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå

ìàòðèöû Ëåñëè

L =




b1 b2 b3

s1 0 0
0 s2 0


.

148. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü äèíàìèêè âîçðàñòíîé ñòðóêòóðû ïîïóëÿ-
öèè âèäà

∂x

∂t
+

∂x

∂τ
+ m(τ, t,N) · x(τ, t) = 0, 0 < t, τ < +∞, (1)

x(0, t) = B(t) =
∫ ∞

0

b(τ, t, N)x(τ, t) dτ, (2)

N(t) =
∫ +∞

0

x(τ, t) dτ, (3)

x(τ, 0) = ϕ(τ). (4)

Íàéäèòå ðàâíîâåñíîå çíà÷åíèå îáùåé ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè â ñëó÷àå,
êîãäà b(τ, t, N) = b0e

−ατ è d(τ, t, N) = d0 +cN, b0, d0, c, α−const > 0.

149. (Ìîäåëü ¾õèùíèê � æåðòâà¿ ñ ñàìîðåãóëÿöèåé â ïîïóëÿöèè æåðòâû.)
Èññëåäóéòå íà óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìîäåëè:

dN1

dt
= N1(ε1 − α1N1 − γ1N2),

dN2

dt
= N2(−ε2 + γ2N1),

ãäå N1(t), N2(t) � ÷èñëåííîñòè ¾æåðòâû¿ è ¾õèùíèêà¿ ñîîòâåòñòâåííî.
Ïàðàìåòðû ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè ïîñòîÿííûìè.
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150. Èññëåäóéòå íà óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ óðàâíåíèÿ

Nt+1 = αNt(1 + δNt)−β , α, β, γ − const > 0,

îïèñûâàþùåãî äèíàìèêó ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè. Íà ïëîñêîñòè ïàðà-
ìåòðîâ α, β ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà δ ïîñòðîéòå îáëà-
ñòè çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ α è β, ïðè êîòîðûõ íàáëþäàåòñÿ:

1. ãèáåëü ïîïóëÿöèè;
2. ìîíîòîííîå ñòðåìëåíèå ê íåíóëåâîìó ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ;
3. çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ îòíîñèòåëüíî íåíóëåâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíî-

âåñèÿ.

151. Ðàññìîòðèì ìîäåëü, îïèñûâàþùóþ äèíàìèêó ñîîáùåñòâà n âèäîâ,
îñïàðèâàþùèõ îäíó è òó æå ïèùó:

dNi

dt
= Ni(ε− γiF (N1, N2, . . ., Nn)), i = 1, n.

Êîýôôèöèåíòû εi = const > 0 õàðàêòåðèçóþò ïðèðîñò âèäîâ â ñëó÷àå,
êîãäà ïèùè äîñòàòî÷íî äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ èõ ïîòðåáíîñòåé, i = 1, n.
Ôóíêöèÿ F (N1, N2, . . ., Nn) îïðåäåëÿåò êîëè÷åñòâî ïèùè, ïîåäàåìîå âè-
äàìè â åäèíèöó âðåìåíè, è îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:
1) F (N1, N2, . . ., Nn) > 0 äëÿ ∀Ni ≥ 0;
2) F (N1, N2, . . ., Nn) = 0, åñëè N1 = N2 = . . . = Nn = 0;
3) F (N1, N2, . . ., Nn) →∞, åñëè N1 →∞.
Êîýôôèöèåíòû γi = const > 0 çàäàþò ïîòðåáíîñòü â ïèùå êàæäîãî èç
âèäîâ. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

ε1
γ1

>
ε2
γ2

> . . . >
εn

γn
.

Âûÿñíèòå, ñêîëüêî ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ èìååò ñèñòåìà è èññëåäóéòå
èõ íà óñòîé÷èâîñòü. Êàêèì áóäåò ïîâåäåíèå ñèñòåìû ïðè t →∞?

152. Èññëåäóéòå íà óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ óðàâíåíèÿ

dx

dt
= a · βx2

β + γx
− dx, a, β, γ, d− const > 0.

Ïîñòðîéòå èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâíåíèÿ.
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153. Èññëåäóéòå íà óñòîé÷èâîñòü í ó ë å â î å ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ
äèñêðåòíîé ìîäåëè

Nt+1 =
aNt

1 + Nt
e−

bNt
1+Nt , a, b− const > 0.

154. Ñ ïîìîùüþ êàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåìåííûõ ìîäåëü




dx

dt
= ax(x− L)

K − x

K
− g1xy,

dy

dt
= −c1y + h1xy − g2yz,

dz

dt
= −c2z + h2yz,

ãäå ïàðàìåòðû a, L, K, g1, g2, c1, c2, h1, h2 − const > 0 è K > L, ìîæåò
áûòü ïðèâåäåíà ê âèäó





du

dτ
= u(u− l)(1− u)− uv,

dv

dτ
= −δ1(m1 − u + w)v,

dw

dτ
= −δ2(m2 − v)w?

Êàê ñâÿçàíû ïàðàìåòðû íîâîé ìîäåëè l, δ1, δ2,m1,m2 ñ ïàðàìåòðàìè
èñõîäíîé ìîäåëè?
155. Ïóñòü x(t) � ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè â ìîìåíò âðåìåíè t;
λx(t) � ÷èñëåííîñòü íåðåñòîâîãî ñòàäà (λ = const, 0 <
λ < 1). Èçâåñòíî, ÷òî åæåãîäíûé ïðèðîñò ïîïóëÿöèè
çà ñ÷åò åñòåñòâåííîãî âîñïðîèçâîäñòâà çàâèñèò îò îò-
ëîæåííîãî íà íåðåñòèëèùå ôîíäà èêðû è âû÷èñëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå Ðèêêåðà:

α · λx(t) · e−βx, α, β = const > 0,

ãäå αe−βx � ïëîòíîñòíîçàâèñèìûé êîýôôèöèåíò ðîæäàåìîñòè.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî åñòåñòâåííàÿ ñìåðòíîñòü ïðîïîðöèîíàëüíà

÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè, îáîçíà÷èâ êîýôôèöèåíò ñìåðòíîñòè êàê c, c =
= const > 0. Ïðè ñôîðìóëèðîâàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñâîáîäíîå (áåç
ýêñïëóàòàöèè) ðàçâèòèå ïîïóëÿöèè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì:

dx

dt
= αλxe−βx − cx. (1)
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Âûïîëíèòå àíàëèç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1) â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ α, β, λ, c, âûÿñíèâ âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ñòàöèîíàð-
íûõ ðåæèìîâ è õàðàêòåð èõ óñòîé÷èâîñòè.
156. Ïîñëå î÷åðåäíîé ïðîïîëêè ïîëÿ ñóììàðíûå áèîìàññû ïîëåçíûõ
ðàñòåíèé è ñîðíÿêîâ ñîñòàâëÿþò ñîîòâåòñòâåííî M0 è S0 (M0 À S0).
Â äàëüíåéøåì áèîìàññû M(t) ïîëåçíûõ ðàñòåíèé è S(t) ñîðíÿêîâ â ïðî-
èçâîëüíûé t-é ìîìåíò âðåìåíè ïåðèîäà èíòåíñèâíîãî ðîñòà ðàñòåíèé
îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè:

dM

dt
= M(k1 − k2

σ
S),

dS

dt
= S(k3 − k4

σ
M),

ãäå σ � ïëîùàäü ïîëÿ; ki(i = 1, 4) � êîýôôèöèåíòû, õàðàêòåðèçóþùèå
ñêîðîñòü ðîñòà ðàñòåíèé.

Âûÿñíèòå, ñóùåñòâóþò ëè ñòàöèîíàðíûå ðåæèìû ñîñóùåñòâîâàíèÿ
ïîïóëÿöèé ïîëåçíûõ ðàñòåíèé è ñîðíÿêîâ. Åñëè ñòàöèîíàðíûå ðåæèìû
âîçìîæíû, òî ÿâëÿþòñÿ ëè îíè àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûìè?
157.Ïóñòü p � ïðîäîëæèòåëüíîñòü áîëåçíè (â äíÿõ); m � ïðîäîëæèòåëü-
íîñòü (â äíÿõ) åå íà÷àëüíîãî ñêðûòîãî ïåðèîäà (áîëåçíü èìååò ñêðûòûé
èíêóáàöèîííûé õàðàêòåð). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ¾ñêðûòûé¿ áîëüíîé åæå-
äíåâíî çàðàæàåò â ñðåäíåì α ëþäåé, à â ðåçóëüòàòå êîíòàêòîâ ÿâíî áîëü-
íîãî ñî çäîðîâûìè åæåäíåâíî ïîÿâëÿåòñÿ â ñðåäíåì β íîâûõ áîëüíûõ.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷åðåç p äíåé çàáîëåâøèé ïîëíîñòüþ âûçäîðàâëèâà-
åò, íå ïðèîáðåòàÿ èììóíèòåòà, è îòñóòñòâóåò ñìåðòíîñòü â ðåçóëüòàòå
çàáîëåâàíèÿ.

Ïóñòü xi(t) � ÷èñëåííîñòü áîëüíûõ â êîíöå t-ãî äíÿ, äëÿ êîòîðûõ
ïðîøëî i äíåé ñ íà÷àëà çàáîëåâàíèÿ, i = 1, p, t = 0, 1, 2, . . .

Ìîäåëü, êîòîðàÿ îïèñûâàåò äèíàìèêó ÷èñëåííîñòè áîëüíûõ, ìîæåò
áûòü çàïèñàíà â ìàòðè÷íîé ôîðìå

X(t + 1) = AX(t),

ãäå X(t) =
(
x1(t), x2(t), . . ., xp(t)

)′
.

Óñòàíîâèòå âèä ìàòðèöû A. Ïðè êàêîì óñëîâèè, ñâÿçûâàþùåì ïà-
ðàìåòðû ìîäåëè α, β, m è p, áîëåçíü íîñèò çàòóõàþùèé õàðàêòåð?
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Òåìà 1

1. ln m
k , k � êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.

2.
(

3
4

)h
.

3. S(t) = 160000
(
9 + cos πt

12

)−2. Çà íà÷àëî îòñ÷åòà âçÿò ìîìåíò âðåìåíè,
ñîîòâåòñòâóþùèé 6 ÷ óòðà.
4. x(t) � êîëè÷åñòâî ðàñòâîðåííîãî âåùåñòâà, P � êîëè÷åñòâî âåùåñòâà
â íàñûùåííîì ðàñòâîðå. Êðàåâàÿ çàäà÷à, êîòîðàÿ îïèñûâàåò èçìåíåíèå
êîëè÷åñòâà âåùåñòâà

dx
dt = k(P − x), x(0) = x0,

èìååò ðåøåíèå x(t) = P − (P − x0)e−kt.

5. x(t) = ab · ek(a−b)t−1
a ek(a−b)t−b

.
6. Óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå èçìåíåíèå êîëè÷åñòâà âåùåñòâà γ:
x′(t) = (a− px)(b− qx). Ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî âåùåñòâà ðàâíî b

q .

9. Ñëåäóåò íàéòè L0, ðåøàÿ óðàâíåíèå

Dlim = L0 · k1
k2

[
k2
k1

(
1− D0(k2−k1)

k1L0

)] k1
k1−k2

.

10. Lmax
0 ≈ 17,51.

12. N(t) = N0K
N0+(K−N0)e−εt , ãäå K = ε

α . Ñåìåéñòâî èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ
óðàâíåíèÿ ïîêàçàíî íà ðèñ. 1. Ìàêñèìàëüíûé ïðèðîñò ÷èñëåííîñòè íà-
áëþäàåòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè T = 1

ε ln K−N0
N0

.

13. 20.
14. N(t) = K exp

(
ln

(
N0
K

)
e−

εt
ln K

)
. Ìàêñèìàëüíûé ïðèðîñò ÷èñëåííîñòè

ïîïóëÿöèè íàáëþäàåòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè T = ln K
ε ln

(
ln K

N0

)
.

15. Ýôôåêò íàñûùåíèÿ íàñòóïàåò áûñòðåå â ïîïóëÿöèè, îïèñûâàåìîé
óðàâíåíèåì Ôåðõþëüñòà � Ïèðëà.
16. Ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ N∗

1 = 0 è N∗
2 = K ëîêàëüíî óñòîé÷èâû, ïî-

ëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ N∗
3 = L � íåóñòîé÷èâî. Ñåìåéñòâî èíòåãðàëüíûõ

êðèâûõ ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.
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Ðèñ. 2

17. Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ N∗
1 = 0 ëîêàëüíî óñòîé÷èâî ïðè ëþáûõ äî-

ïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ. Åñëè A = (dτ + βδ−αβ)2− 4dτδβ > 0
è B = αβ−dτ−δβ > 0, òî ñèñòåìà èìååò åùå äâà ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ
N∗

2 , N∗
3 > 0:

N∗
2 = B−√A

2δ , N∗
3 = B+

√
A

2δ ,

îäíî èç êîòîðûõ � N∗
3 � ëîêàëüíî óñòîé÷èâî, äðóãîå � N∗

2 � íåóñòîé÷èâî.
Ðàçìåðíîñòü îáëàñòè ïàðàìåòðîâ ìîæíî óìåíüøèòü, âûïîëíèâ ïðåîá-
ðàçîâàíèå

N = β
τ x, t = τ

αβ t′.
Ïðè ýòîì óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

dx

dt′
=

(
x

1 + x
−D − Cx

)
x,

ãäå D = dτ
αβ , C = δ

α .

19. 1) N(t) =
N0 exp{

t∫
0

ε(τ) dτ}

N0

t∫
0

α(η) exp{
η∫
0

ε(τ) dτ}dη+1

.

20. 1) Íà ðèñ. 3 ïîñòðîåíû èíòåãðàëüíûå êðèâûå, ñîîòâåòñòâóþùèå
ðåøåíèÿì óðàâíåíèÿ îòëîâà ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ êâîòû îòëîâà c.
Ïðè c < 1

4 ëþáàÿ ïîïóëÿöèÿ ñòðåìèòñÿ ê óñòîé÷èâîìó ðàâíîâåñèþ
x = A = 1+

√
1−4c
2 , ïðè c = 1

4 ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x = 1
2 íåóñòîé-

÷èâî, ïðè c > 1
4 è ëþáîé íåíóëåâîé íà÷àëüíîé ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèÿ

âûìèðàåò.
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Ðèñ. 3
2) Ïðè p = 1

2 ìàêñèìàëüíî âîçìîæíàÿ ñòàöèîíàðíàÿ ñêîðîñòü îòëîâà
c = 1

4 , ïðè÷åì ñèñòåìà îñòàåòñÿ óñòîé÷èâîé.
22. n = [I/I0] = [50/15] = 3, τ1 ≈ 69,034, τ2 ≈ 91,466, τ3 ≈ 113,897,
I1 = I2 = I3 = I

3 ≈ 16,67, T = 34τ ≈ 67,294. Ãðàôèê ðåøåíèÿ ïðèâå-
äåí íà ðèñ. 4.
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Ðèñ. 4
23. Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå x∗1 = 0 àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, åñëè
αλ < c. Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå x∗2 = 1

β ln
(

αλ
c

)
ñóùåñòâóåò (x∗2 > 0)

è ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì, åñëè αλ > c.

24. Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x∗1 = 0 ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì, åñëè
αλ(1− v) + (γ − 1)λv − c < 0.
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Íåíóëåâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x2 = 1
β ln αλ(1−v)

c−(γ−1)λv > 0, åñëè{
αλ(1− v) > c− (γ − 1)λv,

c > (γ − 1)λv,

è ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì.

25. x∗ = 1
β ln pα

g+p(γ−1) , v∗ = λ(βx∗−1)(g+p(γ−1))+pc
λ(g+p(γ−1))βx∗ , u∗ � êîðåíü óðàâ-

íåíèÿ
u∗ = αλx∗(1− v∗)e−βx∗ + γλx∗v∗ − cx∗ − λx∗v∗.

Òåìà 2

27. x(τ, t) =

{
be(b−m)t−bτ , τ < t,

δ(τ − t−A)e−mt, τ ≥ t.
28. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä

1− b0e
−(p+m)τ0 = 0.

Óðàâíåíèå èìååò îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü p∗ = ln b0
τ0

−m, îñòàëüíûå
êîðíè êîìïëåêñíûå:

pk = ln b0
τ0

−m + 2nπ
τ0

i, n ∈ Z.

29. pk � êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

e−τ1(p+m) − e−τ2(p+m) =
p + m

b0
.

31. N(t) = εN0eεt

ε+cN0(eεt−1) , ãäå ε = b0 −m0. Åñëè ε ≤ 0, òî N(t) → 0 ïðè
t → +∞. Åñëè ε > 0, òî N(t) → b0−m0

c ïðè t → +∞.

33. B(t) = B(0)eγt, N(t) = B(0)
b0−α (eγt − e−m0t) + N(0)e−m0t,

ãäå γ = b0 − α−m0; x(τ, t) =

{
ϕ(τ − t)e−m0t, τ ≥ t,

B(t− τ)e−m0τ , τ < t.

34. b0
(α+m0)2

> 1.

35.





dN
dt = −m(N)N + b0A,

dG
dt = −(m(N) + α)G + b0A,

dA
dt = −(m(N) + α)A + G,

ãäå ôóíêöèîíàëû N(t), G(t), A(t) èìåþò âèä:
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N(t) =
+∞∫
0

x(τ, t) dτ, G(t) =
+∞∫
0

e−ατx(τ, t) dτ,

A(t) =
+∞∫
0

τe−ατx(τ, t) dτ è B(t) = b0A(t).

36. Ðàâíîâåñíàÿ îáùàÿ ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè ðàâíà N∗ = b0−α−m0
c

è N(t) → N∗, åñëè b0 − α−m0 > 0.

37. N(t)
B(t) =

(
N(0)
B(0) − 1

γ

)
e−γt + 1

γ , ãäå γ = b0 − α.

Òåìà 3

40. 1) äà; 2) äà; 3) íåò.
41. 1) α > 1

2 ; 2) íåóñòîé÷èâ äëÿ ∀α; 3) α > 13
6 .

42. 1) {(α, β) : β < 2α, α > 0, β > 0};
2) {(α, β) : αβ > 3, α > 0, β > 0};
3) íåóñòîé÷èâ äëÿ ∀α, β.

43. 1) a1 > 0, a3 > 0, a1a2 − a3 > 0; 2) p > 0, q > 2.

44. a2 − a1 + 1 > 0, a2 + a1 + 1 > 0, a2 < 1.

45. 1) äà; 2) íåò; 3) íåò; 4) íåò.

Òåìà 4

46. N(t) =
τ t − (−τ)−t

√
5

, τ =
√

5 + 1
2

.

49. 1) íåóñòîé÷èâî; 2) íåóñòîé÷èâî; 3) íåóñòîé÷èâî.

50. 1)





a0 + a1 + a2 + a3 > 0,
a0 − a1 + a2 − a3 > 0,
3(a0 − a3) + a1 − a2 > 0,
3(a0 + a3)− a1 − a2 > 0,
a2
0 − a2

3 − a0a2 + a1a3 > 0.

2)





1− q > 0,
1 + p + q > 0,
1− p + q > 0.

3) −1 < p < 1.

51. z(t) → c ïðè t → +∞, åñëè δ(p−m) + mγ < 1.

52. 1) Åñëè β ≥ 1, òî ñèñòåìà èìååò îäíî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ N∗ =
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= 0, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì. Åñëè 0 < β < 1,
òî ñèñòåìà èìååò äâà ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ: N∗

1 = 0 (íåóñòîé÷èâîå) è
N∗

2 = 1−β
α (àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîå). Öèêëîâ äëèíû 2 íåò.

2) Åñëè m2 < 4b, òî ñèñòåìà èìååò îäíî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ
N∗ = 0, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì. Åñëè m2 > 4b,
òî ñèñòåìà èìååò òðè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ: N∗

1 = 0 (ëîêàëüíî óñòîé-
÷èâîå), N∗

2 = m−√m2−4b
2 (íåóñòîé÷èâîå) è N∗

3 = m+
√

m2−4b
2 (ëîêàëüíî

óñòîé÷èâîå). Åñëè m2 = 4b, òî ñèñòåìà èìååò äâà ïîëîæåíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ: N∗

1 = 0 (óñòîé÷èâîå) è N∗
2 = m

2 (íåóñòîé÷èâîå).
3) Ñèñòåìà èìååò îäíî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ N∗

1 = 0, åñëè µ ≤ σ
è äâà (N∗

1 = 0, N∗
2 = 1

c ln µ
σ ), åñëè µ > σ. Õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ ïîïóëÿ-

öèè â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïàðàìåòðàìè ìîäåëè îïèñàí
â òàáëèöå (ñì. íèæå).
Óñëîâèÿ Õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ
µ ≤ σ Âûìèðàíèå
σ < µ ≤ σe1/σ Ìîíîòîííûé ðîñò äî óñòîé÷èâîãî

ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ N∗
2

σe1/σ < µ ≤ σe2/σ Çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ îòíîñèòåëüíî
ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ N∗

2

µ > σe2/σ Ïåðèîäè÷åñêèé èëè íåïåðèîäè÷åñêèé
(ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå ñòàíîâèòñÿ
íåóñòîé÷èâûì, è òèï äèíàìèêè çàâèñèò
íå òîëüêî îò µ, íî è îò íà÷àëüíîé
÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè)

53. 1) Åñëè A ≤ 1
4 , òî ñóùåñòâóåò îäíî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ N∗ = 0

(óñòîé÷èâîå). Åñëè A > 1
4 , òî ñóùåñòâóåò äâà ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ:

N∗
1 = 0 (íåóñòîé÷èâîå) è N∗

2 = 1− 1
4A . Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ N∗

2 óñòîé-
÷èâî, åñëè 1

4 < A < 3
4 .

2) Òî÷êè, îáðàçóþùèå öèêë äëèíû 2: N<2>
1,2 = 4A+1±

√
(4A−3)(4A+1)

8A .

Öèêë äëèíû 2 ñóùåñòâóåò, åñëè A > 3
4 , è ÿâëÿåòñÿ ïðèòÿãèâàþùèì,

åñëè A ∈ ( 3
4 ; 1+

√
6

4 ).

54. Òî÷êè ïîêîÿ: N∗
1 = 0, N∗

2 = 1
δ (α1/β − 1). Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ

òî÷êè N∗
2 : N∗

2 > 0 ⇔ α > 1.
1) Îáëàñòü âûðîæäåíèÿ D1 = {(α, β) : 0 < α < 1, β > 0}.
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2) Îáëàñòü ìîíîòîííîãî çàòóõàíèÿ îòêëîíåíèé îò íåíóëåâîãî ïîëîæå-
íèÿ ðàâíîâåñèÿ D1 = D1

2 ∪D2
2, ãäå D1

2 = {(α, β) : α > 1, 0 < β ≤ 1},
D2

2 = {(α, β) : α > 1, β > 1, α ≤
(

β
β−1

)β

}.
3) Îáëàñòü çàòóõàþùèõ êîëåáàíèé îòíîñèòåëüíî òî÷êè ïîêîÿ N∗

2 :

D3 = {(α, β) : α > 1, β > 1,
(

β
β−1

)β

< α <
(

β
β−2

)β

}.
Îáëàñòè D1, D2, D3 ïîêàçàíû íà ðèñ. 5 (e ≈ 2,71).

-

6
..................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................
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Ðèñ. 5

56. Äëÿ óðàâíåíèÿ (4.10) òðåõòî÷å÷íûé öèêë èùåòñÿ êàê



N1 = aK,
N2 = bK,
N3 = cK, 0 < a < b < c.

Òîãäà ÷èñëà a, b è c äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñèñòåìå




b = a · exp {ε(1− a)},
c = b · exp {ε(1− b)},
a = c · exp {ε(1− c)}.

(∗)

Ïðîëîãàðèôìèðîâàâ êàæäîå èç óðàâíåíèé (*) è ñëîæèâ èõ ïî÷ëåííî,
ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

a + b + c = 3,

c èñïîëüçîâàíèåì êîòîðîãî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî a ÿâëÿåòñÿ íàèìåíü-
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øèì ïîëîæèòåëüíûì êîðíåì òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ

ln
(

3
a
− 1− exp {ε(1− a)}

)
= ε (2− a− a · exp {ε(1− a)}) .

Ïðè ε > εc ≈ 3,102 ñóùåñòâóåò äâà ðàçëè÷íûõ òðåõòî÷å÷íûõ öèêëà, ïðè
ε < εc òðåõòî÷å÷íûõ öèêëîâ íåò.
57. Ìîæíî âûïîëíèòü àíàëèç ìîäåëè (4.11) òîëüêî äëÿ γ = 1. Ýòî íå
óìàëÿåò îáùíîñòè èññëåäîâàíèÿ, òàê êàê åñëè âûïîëíèòü ïðåîáðàçîâà-
íèå yt = γ · xt, òî óðàâíåíèå (4.11) ïðèìåò âèä

yt+1 =
ayt

1 + yt
e−

βyt
1+yt , ãäå β =

b

γ
.

Âûâîäû ïî àíàëèçó íà óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ:
1) Åñëè a < 1, òî xt → 0 ïðè t → +∞ äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî çíà÷å-
íèÿ x0.
2) Åñëè a > 1, òî x∗1 = 0 � íåóñòîé÷èâîå ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå. Åñëè
âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

a) a > 1, b < 3 + 2
√

2, èëè
b) b = 3 + 2

√
3, a > 1, a 6= (1 +

√
2)e2+

√
2, èëè

c) b > 3 + 2
√

2, a(b− 1−√D) > 2be
1
2 (b+1+

√
D), èëè

d) b > 3 + 2
√

2, a(b− 1 +
√

D) < 2be
1
2 (b+1−√D), ãäå D = b2 − 6b + 1,

òî èìååò ìåñòî ðåæèì ñòàáèëèçàöèè ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè íà åäèí-
ñòâåííîì íåíóëåâîì óðîâíå.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.10) ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4.11)
ïðè γ = 0, åñëè a = eε, b = ε

K .

68. Äà. (Óêàçàíèå. Ðàññìîòðèòå ïðåäåë lim
t→+∞

xi+1(t)

xi(t)
, i = 1, n− 1.)

69. 1) X(t) = c1 2t a1 + c2(−0,2)t a2, ãäå a1 = (1; 0,2)′, a2 = (1; −2)′,
c1 = 150

11 , c2 = − 40
11 ; L(t,X0) = c1 2t a1.

2) X(t) = c1λ
t
1 a1 +c2λ

t
2 a2 +c3λ

t
3 a3, ãäå λ1 = 1

2 , λ2 = −1+i
4 , λ3 = −1−i

4 ;
a1 = (1; 0,25; 0,125)′, a2 = (1; −0,25− 0,25i; 0,25i)′,
a3 = (1; −0,25 + 0,25i; −0,25i)′; c1 = 21,6, c2 = −5,8 + 3,4i,

c3 = −5,8− 3,4i; L(t,X0) = c1λ
t
1 a1.

3) X(t) = c1λ
t
1 a1 + c2λ

t
2 a2 + c3λ

t
3 a3, ãäå λ1 = 1, λ2 = −1+i

2 , λ3 = −1−i
2 ;

a1 = (1; 0,5; 0,125)′, a2 = (1; −0,5− 0,5i; 0,25i)′,
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a3 = (1; −0,5 + 0,5i; −0,25i)′; c1 = 13,6, c2 = −1,8 + 1,4i,

c3 = −1,8− 1,4i; L(t,X0) = c1a
1.

74. x∗1 =
(

N
1+s1+s1s2+...+s1s2...sn−1

)∣∣∣
N=N∗

, x∗i = si−1(N∗)x∗i−1, i = 2, n.

76. b1 + b2s1 + b3S1s2 + ... + bns1s2...sn−1 > 1.

77. 1) P0 = (0, 0, 0), P1 = (x∗1, y
∗
1 , z∗1), ãäå

x∗1 =
(1− β3)(α1β1 − 1) + β1β2α2

γβ1[α1(1− β3) + α2β2]
; y∗1 =

(1− β3)x∗1
α1(1− β3) + α2β2

;

z∗1 =
β2x

∗
1

α1(1− β3) + α2β2
.

Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷êè P1: (1− β3)(α1β1 − 1) + β1β2α2 > 0.

2 à) 1− β3 < α2β1β2 < 4(1− β3);
2 á) 1 < α1β1 < 4.

78. 1) Òî÷êè ïîêîÿ: P0 = (0, 0), P1 = (x∗1, y
∗
1), ãäå x∗1 � ïîëîæèòåëüíûé

êîðåíü óðàâíåíèÿ
f(x∗) = (1−α)x∗

γ+βx∗ (1− δ + σx∗) + ρx∗, à y∗1 = (1−α)x∗1
γ+βx∗1

.

2) Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ P0 íåóñòîé÷èâî, åñëè âûïîëíåíî êàêîå-
íèáóäü èç òðåõ óñëîâèé:

|αδ − γ(f ′(0)− ρ)| > 1, αδ − γ(f ′(0)− ρ) + α + δ + 1 < 0,

αδ − γ(f ′(0)− ρ)− α− δ + 1 < 0.

Òåìà 5

79. Ðåçóëüòàòû àíàëèçà ïðèâåäåíû â òàáëèöå.

Ïîëîæåíèÿ Ãëàâíûå
ðàâíîâåñèÿ Òèï íàïðàâëåíèÿ

(0, 0) íåóñòîé÷èâûé óçåë (1, 0) è (0, 1)
(2, 0) óñòîé÷èâûé âûðîæäåííûé óçåë (1, 0)
(0, 2) óñòîé÷èâûé âûðîæäåííûé óçåë (0, 1)

(2/3, 2/3) ñåäëî (1, 1) è (1, −1)
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Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòå-
ìû ïðèâåäåí íà ðèñ. 6
(ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè
ïîêàçàíû ãîðèçîíòàëüíàÿ
(dN2

dt = 0) è âåðòèêàëüíàÿ
(dN1

dt = 0) èçîêëèíû).
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80. Ðåçóëüòàòû àíàëèçà ïðèâåäåíû â òàáëèöå:

Ïîëîæåíèÿ Çíà÷åíèÿ
ðàâíîâåñèÿ ïàðàìåòðà ν Òèï

(0, 0) ν > 0 íåóñòîé÷èâûé óçåë
0 < ν < 1 ñåäëî

(0, ν) ν > 1 óñòîé÷èâûé óçåë
ν < 1

4 ñåäëî
(1; 0) ν > 1

4 óñòîé÷èâûé óçåë
ν < 1

4 óñòîé÷èâûé óçåë
( 1−ν
1−4ν2 ; ν(1−4ν)

1−4ν2 ) ν > 1 ñåäëî
1
4 < ν < 1 íå ëåæèò â 1-é ÷åòâåðòè

81. Åñëè α 6= β, òî ñèñòåìà èìååò ÷åòûðå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.
Ðåçóëüòàòû àíàëèçà ïðèâåäåíû â òàáëèöå (ñì. íèæå).
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α > β α < β

P0 = (0; 0) íåóñòîé÷èâûé óçåë íåóñòîé÷èâûé óçåë

P1 = ( ε
α ; 0) ñåäëî óñòîé÷èâûé óçåë

P2 = (0; ε
α ) ñåäëî óñòîé÷èâûé óçåë

P3 = ( ε
α+β ; ε

α+β ) óñòîé÷èâûé óçåë ñåäëî

Åñëè α = β, òî ñèñòåìà èìååò îäíî èçîëèðîâàííîå ïîëîæåíèå ðàâíî-
âåñèÿ P0 = (0; 0) è áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê ïðÿìîé α(x + y) = ε,
ëåæàùèõ â ïåðâîé ÷åòâåðòè êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè (x, y):

{(x, y) : α(x + y = ε, 0 ≤ x ≤ ε
α )}.

Ôàçîâûå ïîðòðåòû ïðèâåäåíû íà ðèñ. 7.
82. P0 = (0, 0) � íåóñòîé÷èâûé óçåë;
P1 = (0; ε2

α2
) � ñåäëî, åñëè α2ε1 > β1ε2, è óñòîé÷èâûé óçåë, åñëè

α2ε1 < β1ε2; P2 = ( ε1
α1

; 0) � ñåäëî, åñëè α1ε2 > β2ε1, è óñòîé÷èâûé óçåë,
åñëè α1ε2 < β2ε1;
P3 = ( ε1α2−ε2β1

α1α2−β1β2
; ε2α1−ε1β2

α1α2−β1β2
) � óñòîé÷èâûé óçåë, åñëè ε1β1

α2
< ε1 < ε2α1

β2
.

83. Äëÿ ìîäèôèöèðîâàííîé ìîäåëè, åñëè ε1 > α1, òî N1 =
ε2 + α2

γ2
,

N2 =
ε1 − α1

γ1
.

85. T ≈ 2π√
ε1ε2

.

86. Ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî æåðòâ Ymax � ìàêñèìàëüíûé êîðåíü
óðàâíåíèÿ
Ymax − Y1 ln Ymax = A (X3 −X1 −X1 ln X3 + X1 ln X1) + Y3 − Y1 ln Y3,

ãäå

A =
Y1 − Y1 ln Y1 + Y1 ln Y3 − Y3

X1 ln (X1 −X2)−X1 + X2 −X1 ln X3 + X3
,

à X1, X2, X3 � çàäàííûå ÷èñëåííîñòè õèùíèêà; Y1, Y3 � çàäàííûå ÷èñ-
ëåííîñòè æåðòâû. Äëÿ çàäàííûõ âåëè÷èí:

X1 = 105, X2 = 5 · 104, X3 = 8 · 104, Y1 = 75 · 103, Y3 = 112 500,
ïîëó÷èì Ymax ≈ 115,326.

87. 1) N1 = ε2
γ2

x, n2 = ε2
γ1

y, t = 1
ε2

τ. 2) A = α1
γ2

, E = ε1
ε2

.
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3) P0(0, 0), P1(E
A , 0), P2(1, E − A).

Òî÷êà P2 ëåæèò â ïåðâîé ÷åòâåðòè,
åñëè E > A ⇔ ε1γ2 − α1ε2 > 0.

4) P0 � ñåäëî; P1 � óñò. óçåë, åñëè
E < A, è ñåäëî, åñëè E > A; P2 �
óñò. óçåë, åñëè A2 − 4(E − A) ≥ 0,
è óñò. ôîêóñ, åñëè A2 − 4(E −A) < 0.

5) Ïàðàìåòðè÷åñêèé ïîðòðåò ñì. íà
ðèñ. 8. Óðàâíåíèå ëèíèè, ðàçäåëÿþ-
ùåé îáëàñòè 1 è 2 � E = A2+4a

4 , è
ëèíèè, ðàçäåëÿþùåé îáëàñòè 2 è 3 �
E = A.
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Ôàçîâûå ïîðòðåòû äëÿ îáëàñòåé 1 è 3 ïðèâåäåíû íà ðèñ. 9.
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Ðèñ. 9
88. Íåïîäâèæíûå òî÷êè: P0 = (0, 0), P1 = (0; 1

α ), P2 = ( 1
α ; 0),

P3 =
(

1+α
1+α2 ; 1−α

1+α2

)
. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ëèíåàðèçîâàí-

íîé ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè òî÷êè P3 èìååò âèä

λ2 − tλ + s = 0, t = − 2α

1 + α2
, s =

1− α2

1 + α2
.

89. P0 = (0, 0) � ñåäëî; P1 = ( ε1
α1

; 0) � ñåäëî, åñëè δ2ε1 − α1ε2 > 0,
èíà÷å � óñòîé÷èâûé óçåë.

Íåíóëåâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ P2 = (N∗
1 , N∗

2 ):

N∗
1 =

ε1α2 + ε2δ1

δ1δ2 + α1α2
, N∗

2 =
ε1δ2 − ε2α1

δ1δ2 + α1α2
,

ñóùåñòâóåò (ëåæèò â ïåðâîé ÷åòâåðòè), åñëè

δ2ε1 − α1ε2 > 0,

è ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì óçëîì, åñëè

(ε1α2(α1 − δ2) + ε2α1(δ1 + α2))
2 ≥ 4δ1δ2(ε1α2 + ε2δ1)(ε1δ2 − ε2α1),

èíà÷å � óñòîé÷èâûì ôîêóñîì.
90. 1) x = Ku, y = aK

γ v, t = 1
aK τ ; l = L

K < 1, A = kγ
a , m = ε

kγK .

2) Èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâíåíèÿ du
dτ = u(u − l)(1 − u) ïîêàçàíû

íà ðèñ. 2 (K = 1, L = l).
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3) Ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ: A(0, 0), B(l, 0), C(1, 0), D(m, (m− l)(1−m)).
Òî÷êà D ëåæèò â ïåðâîé ÷åòâåðòè êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè (x, y), åñëè
l < m < 1. Õàðàêòåðèñòèêà ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê:

A óñòîé÷èâûé óçåë;
B ñåäëî, åñëè m > l;

íåóñòîé÷èâûé óçåë, åñëè m < l;
C ñåäëî, åñëè m < 1;

óñòîé÷èâûé óçåë, åñëè m > 1;
D óñòîé÷èâûé óçåë èëè ôîêóñ, åñëè l+1

2 < m < 1;
íåóñòîé÷èâûé óçåë èëè ôîêóñ, åñëè l < m < l+1

2 .
4) Ïàðàìåòðè÷åñêèé ïîðòðåò ñì. íà ðèñ. 10.
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Ðèñ. 10

Óðàâíåíèå ëèíèè, ðàçäåëÿþ-
ùåé îáëàñòè 2 è 3 �

m = l+1
2 .

Â îáëàñòè 3 ñóùåñòâóåò óñòîé-
÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë. Ïðè
ïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíèöó ìåæäó
îáëàñòÿìè 3 è 4 ïðåäåëüíûé
öèêë ¾ëîïàåòñÿ¿ íà ñåïàðà-
òðèñå. Ôàçîâûå ïîðòðåòû,
ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì
îáëàñòÿì ïàðàìåòðè÷åñêîãî
ïîðòðåòà, ïðèâåäåíû íà ðèñ.
11 è 12.

91. 1) N1 = 1
ρx, N2 = my, A = α1

ρ , γ = γ1m.

2) Òî÷êà ïîêîÿ P1 = (0, 1) � óñòîé÷èâûé óçåë, åñëè ε1 − γ > 0, è ñåä-
ëî � èíà÷å. Òî÷êà ïîêîÿ P2 = ( ε1−γ

A ; 1 + ε1−γ
A ) ëåæèò â ïåðâîé ÷åòâåðòè

êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè (x, y), åñëè ε1 − γ > 0, è ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé,
åñëè

2γ − ε1 − (γ + 1)
A

A + ε1 − γ
< 0.

3) Èíòåãðàëüíûå êðèâûå ñì. íà ðèñ. 1 (K = ε1
A ).
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Ðèñ. 11. Ôàçîâûå ïîðòðåòû, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì
îáëàñòÿì ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïîðòðåòà
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Ðèñ. 12. Ôàçîâûå ïîðòðåòû, ñîîòâåòñòâóþùèå îáëàñòÿì 4 è 5
ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïîðòðåòà
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93. Â ñèñòåìå ñóùåñòâóåò 2n =
n∑

i=0

Ci
n ðàçëè÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòî-

ÿíèé:
1) îäíî (C0

n = 1) íóëåâîå: N∗
1 = N∗

2 = ... = N∗
n = 0;

2) C1
n = n ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ñ îäíîé íåíóëåâîé êîîðäèíàòîé:

N∗
1 = ... = N∗

i−1 = 0, N∗
i =

εi

γii
, N∗

i+1 = ... = N∗
n = 0, i = 1, n;

3) C2
n = n(n−1)

n ñîñòîÿíèé ñ äâóìÿ íåíóëåâûìè êîîðäèíàòàìè:

N∗
i =

εiγjj − εjγji

γiiγjj − γijγji
, N∗

j =
εjγii − εiγij

γiiγjj − γijγji
,

Nk = 0, ∀k = 1, n, k 6= i, k 6= j;
4) Ck

n ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ñ k íåíóëåâûìè êîîðäèíàòàìè (k =
3, n− 1);
5) îäíî (Cn

n = 1) ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, êîîðäèíàòû êîòîðîãî ÿâëÿþò-
ñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé:

n∑
j=1

γi,jNj = εi, i = 1, n.

94. N∗ =0 � óñòîé÷èâî, åñëè εi < 0, ∀ i = 1, n.

95. Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ N∗ = (0; 0; ...; εi

γii
; 0; ...; 0) óñòîé÷èâî, åñëè

εi > 0, γii > 0 è εjγii < εiγji.

Òåìà 6

98. f(p) = α(1− β) 1−p
1−βp .

99. Ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ: p∗1 = 0, p∗2 = 1− β(1−β)
α(1−β)−β2 .

Åñëè β < α
1+α , òî p∗1 � íåóñòîé÷èâî, à p∗2 � óñòîé÷èâî.

Åñëè β > α
1+α , òî èìååòñÿ åäèíñòâåííîå óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå ðàâ-

íîâåñèÿ p∗1 = 0.

100. Åñëè α = 8,5, òî ýïèäåìèè íå âîçíèêíåò ïðè óñëîâèè β > 0,9.

101. ≈ 15 %.

102. y = −x + 1
2 ln x− c0 (îðèåíòàöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî x óáûâàåò
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ïðè x, y > 0). ×èñëî âîñïðèèì÷èâûõ ê áîëåçíè x(t) óáûâàåò, à ÷èñëî
çàáîëåâøèõ y(t) äîñòèãàåò íåêîòîðîãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïåðåä
òåì, êàê óïàñòü äî íóëÿ.
103. Òî÷êà ïîêîÿ ( 1

2 ; 1) ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ôîêóñîì. Ïðè ýïèäåìèè
îáû÷íî èìååòñÿ íåíóëåâîå êîëè÷åñòâî áîëüíûõ.

104. T1 =
Q∫
q

dN
aN−bN2 , T2 =

q∫
Q

dN
AN−BN2 , T2 = 1

A ln q(A−BQ)
Q(A−Bq) . Öèêë èç-

ìåíåíèÿ ïîïóëÿöèè èìååò ïåðèîä, ðàâíûé T1 + T2.

105. I = 1− S + 1
σ ln S

S0
(ïðè t = 0: I0 + S0 = 1, R0 = 0).

1) Åñëè σS0 ≤ 1, òî σS(t) < 1 äëÿ âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ t (S < 0). Ïðè
ýòîì dI

dt = γI(σS − 1) < 0 è dI
dt = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà I = 0.

2) Åñëè σS0 > 1, òî S óáûâàåò. Ïóñòü ïðè t = t0 σS(t0) = 1. Òîãäà
dI
dt > 0 äëÿ t < t0 è dI

dt < 0 äëÿ t > t0. Çàìåòèì, ÷òî S = SL ïðè I = 0.
×òîáû äîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü êîðíÿ SL, ïîêàæèòå, ÷òî I = I(S) �
âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ íà (0; 1

σ ), åñëè I(0) < 0 è I( 1
σ ) > 0.

106. P = (1, 0, 0, 0, 0). Ïðè v = v0 = const ïîëó÷èì 2 òî÷êè ðàâíîâåñèÿ.
107. β < 0.

108. P ∗ = (a∗, g∗, z∗), a∗ = β, g∗ = z∗ = β
σ−β , σ > β. Òî÷êà P ∗ �

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà, åñëè
{

ka > k∗a = kz(β−kz)(σ−β)
kzσ−β2 ,

kzσ − β2 > 0.

109. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà i = 1. P1 = (0, 0) �
ñåäëî, íåóñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ; P2 = (0, A∗) ïðè kiA

∗−m >
> 0 � ñåäëî (íåóñòîé÷èâîå), èíà÷å � óçåë (óñòîé÷èâûé); P3 = ( c

pi
, m

ki
) ïðè

cm2

ki
− cmA∗ > 0 � ñåäëî, èíà÷å � öåíòð.

110. P1 = (H, 0, 0, 0); P2 = (H, 0, 0, cH
p ). Îáà ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

íåóñòîé÷èâû.
111. P1 = (0, 0) � íåóñòîé÷èâûé óçåë; P2 = ( mc1−m1c

mp1+m1p , p1c+pc1
p1m+pm1

).

116. P1 = (N, 0, 0, 0) � àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïðè c0 + c1N < 0;
P2 = (−c0+Nm

c1+m ; q(c0+Nc1)
(c1+m)(b+q) ;

(c0+Nc1)b
(c1+m)(b+q) ;

(b+β)(c1+m)

α(mN−c0)
) � àñèìïòîòè÷åñêè

óñòîé÷èâî.
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117. P1 = (H, 0, 0, 0, 0) � íåóñòîé÷èâî;
P2: N1 = mHqβ−c0(pq+βq+pβ)

d , N2 = (c0+cH)pq
d , N3 = (c0+cH)qβ

d ,
N4 = (c0+cH)pβ

d , v = (δ+β)N2
αn1n3

, ãäå d = cpq + (c + m)βq + cpβ.

Òåìà 7

118. Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ P ∗ = (k2
k1

; v0
k2

) � óñòîé÷èâo è ÿâëÿåòñÿ óç-
ëîì, åñëè k1v0 > 4k2

2, èíà÷å � ôîêóñîì.

119. 1) k1 = ab3

β , k2 = b, k3 = 1
ab2 ; H = δ

ab2 , R = αβ
a2b4 , S = β+c

ab2 .

2) P0 = (0, 0) � óñòîé÷èâûé óçåë, åñëè H(S + 1) > R, ñåäëî � èíà÷å.
Õàðàêòåðèñòèêà òî÷åê ïîêîÿ P1 = (X∗

1 , Y ∗
1 ) è P2 = (X∗

2 , Y ∗
2 ) ïðèâî-

äèòñÿ â äàííîé òàáëèöå:

Óñëîâèÿ Õàðàêòåð
Êîîðäèíàòû ñóùåñòâîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè

Y ∗
1 = 1−

√
R−SH

H R > SH, íåóñòîé÷.

X∗
1 = HY ∗

1 R < (S + 1)H ñåäëî

Y ∗
2 = 1 +

√
R−SH

H

X∗
2 = H∗

2 R > SH óñòîé÷.

120. D
U+D = kD0

(k+µ)D0+(kU0−µD0)e−kt , k = λ− ν − µ;
D

U+D → k
k+µ , åñëè t → +∞.

121. Ïåðâûé èíòåãðàë èìååò âèä f(X,Y ) = h(X) + g(Y ), ãäå h(X) =
= 1

2αX2 − βX, à g(Y ) = bY − a
k ln A + kY . Ôóíêöèè h(X) è g(Y )

èìåþò ãëîáàëüíûé ìèíèìóì ïðè ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ X è Y
ñîîòâåòñòâåííî.
123. Ñèñòåìà èìååò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ: P0 = (0, 0), P1 = (0, L∗), P2 =
= (N∗, 0), ãäå L∗ = m2−b2

a2b2
, N∗ = m1−b1

a1b1
. Òî÷êà P1 ëåæèò â ïåðâîé

÷åòâåðòè, åñëè m2− b2 > 0, à òî÷êà P2 � åñëè m1− b1 > 0. Òèï òî÷êè P0

â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ äàí â ñëåäóþùåé òàáëèöå:
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m1 − b1 > 0 m1 − b1 < 0

m2 − b2 > 0 íåóñòîé÷. óçåë ñåäëî

m2 − b2 < 0 ñåäëî íåóñòîé÷. óçåë

Õàðàêòåðèñòèêà òî÷åê ïîêîÿ P1 è P2 äàåòñÿ â íèæåïðèâåäåííîé òàá-
ëèöå.
Óñëîâèÿ P1 P2

m1 − b1 > 0, m2 − b2 < 0 � óñòîé÷. óçåë

m1 − b1 < 0, m2 − b2 > 0 óñòîé÷. óçåë �

m1 − b1 > 0, m2 − b2 > 0, L∗ > N∗ óñòîé÷. óçåë ñåäëî

m1 − b1 > 0, m2 − b2 > 0, L∗ < N∗ ñåäëî óñòîé÷. óçåë

m1 − b1 < 0, m2 − b2 < 0 � �
Ñëó÷àé, êîãäà ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ (m1−β1

a1β1
, 0) óñòîé÷èâî, ñîîòâåò-

ñòâóåò ïîëíîìó âûçäîðîâëåíèþ îðãàíèçìà. Ñëó÷àé, êîãäà ïîëîæåíèå
ðàâíîâåñèÿ (0, m2−β2

a2β2
) óñòîé÷èâî, ñîîòâåòñòâóåò ðîñòó îïóõîëè è ïî-

ñòåïåííîìó ïîäàâëåíèþ íîðìàëüíîãî êðîâåòâîðåíèÿ, ò. å. ãèáåëè îðãà-
íèçìà.

Òåìà 8
124. Ñì. ðèñ. 13.

(Ê � êðîëèêè, Ë � ëèñû)
125. Ñì. ðèñ. 14.
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Ðèñ. 13

127. 1) Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà â íîâûõ ïåðåìåííûõ:
dx
dt = Q− xy, dy

dt = y(x− z −m1), dz
dt = z(Ay −m2),

ãäå Q = k0α0Q, A = k1α1
α0

.

2) P1 = (m1; Q
m1

; 0) � óñòîé÷èâî, åñëè AQ
m2

−m1 < 0;

P2 = (QA
m2

; m2
A ; QQ

m2
−m1) � óñòîé÷èâî, åñëè AQ

m2
−m1 > 0.
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b
Ð

b
Ò

b
Ï

................................
..........................................................................................................................

−
....................................................................................................................................

...................... *
..............................................

.................................................................................................................................................................................
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−
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+
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−
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Ð � ðàñòåíèÿ
Ò � òðàâîÿäíûå
Ï � ïëîòîÿäíûå

Ðèñ. 14

128. Õàðàêòåðèñòèêó òî÷åê ïîêîÿ ñì. â òàáëèöå:
Ïîëîæåíèå Óñëîâèÿ Óñëîâèÿ
ðàâíîâåñèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè

P1 = (0; 0; 0) C1 = α0C −m1 < 0

P2 = (C1
α0

; 0; 0) C1 > 0 C2 = C −
(

m1
α0

+ m2
α1

)
< 0

P3 = (m2
α1

; α0C2
α0+α1

; 0) C2 > 0 C3 = C − C2 + m3
α2

+ m3α1
α0α2

< 0

P4 = (N∗
1 ; N∗

2 ; N∗
3 ) C3 > 0 C3 > 0

Êîîðäèíàòû ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ P4 îïðåäåëÿþòñÿ êàê ðåøåíèå
ñèñòåìû óðàâíåíèé




m3 − α2N2 = 0,

m2 − α1N1 + α2N3 = 0,

m1 − α0(C −N1 −N3) + (α0 + α1)N2 = 0.

129. à) Nmin
1 = α2Nmin

3 +m2
α1k1

, Nmax
1 = α2Nmax

3 +m2
α1k1

;

Nmin
2 = max

{
k0Q

α1Nmax
1

− m1
α1

,
α3Nmin

3 +m3
k2α2

}
;

Nmax
2 = min

{
k0Q

α1Nmin
1

− m1
α1

,
α3Nmax

3 +m3
k2α2

}
.

á) Nmin
1 = k0α0Q

α2Nmax
2 +m1

, Nmax
1 = k0α0Q

α2Nmin
2 +m1

;

Nmin
3 = max

{
1

α2

(
m2 + k0k1α0α1

α1Nmax
2 +m1

Q
)
, 1

α3

(
k2α2N

min
2 + m3

)}
;

Nmax
3 = min

{
1

α2

(
m2 + k0k1α0α1

α1Nmin
2 +m1

Q
)
, 1

α3
(k2α2N

max
2 + m3)

}
.

â) Nmin
2 = k0Q

α1Nmax
1

− m1
α1

, Nmax
2 = k0Q

α1Nmin
1

− m1
α1

;

Nmin
3 = max

{
k1α1
α2

Nmin
1 − m2

α1
, k2α2

α3
Nmin

2 − m3
α3

}
;

Nmax
3 = min

{
k1α1
α2

Nmax
1 − m2

α1
, k2α2

α3
Nmax

2 − m3
α3

}
.
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130. 1) k1 = 1
γ21

, k2 = 1
γ1

, k3 = 1
α3

.

2) C = ε2, E = γ23
α3

, F = ε3, G = γ3
γ1

.

3) P0 = (0; 0; 0); P1 = (C; ε1; 0); P2 = (E(ε1G − F ) + C; ε1; ε1G − F ).
Òî÷êà P2 ïðèíàäëåæèò ïîëîæèòåëüíîìó îêòàíòó, åñëè

ε1G− F > 0 ⇔ ε1
γ1
− ε3

γ3
> 0.

4) P0 � íåóñòîé÷èâî; P1 � óñòîé÷èâî, åñëè ε1G− F < 0; P2 � óñòîé÷èâî.

Òåìà 9

134. 1) Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ P1 = (0, 0) íåóñòîé÷èâî äëÿ ëþáûõ äîïó-
ñòèìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ. 2) Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè íåòðèâèàëüíûõ
òî÷åê ïîêîÿ ïðèâåäåíû â ñëåäóþùåé òàáëèöå:

Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè
P2 = (0, ln B

δ ) δ ln A− β ln B < 0, B < e2

P3 = ( ln A
α , 0) α ln B − ε ln A < 0, 1 < A < e2

P4 = (x∗, y∗) 4x∗y∗ > 0

x∗ = δ ln A−β ln B
4 4− 2αx∗ − 2δy∗ +4x∗y∗ > 0

y∗ = α ln B−ε ln A
4 αx∗ + δy∗ −4x∗y∗ > 0

4 = αδ − βε

3) Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ P4(x∗, y∗) óñòîé÷èâî, åñëè ëåæèò â îáëàñòè,
ïîêàçàííîé íà ðèñ. 15 (çàøòðèõîâàííàÿ ÷àñòü).
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Ðèñ. 15
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135. 1) Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ P1 = (0, 0) íåóñòîé÷èâî äëÿ ëþáûõ äîïó-
ñòèìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ. 2) Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè íåòðèâèàëüíûõ
òî÷åê ïîêîÿ ïðèâåäåíû â ñëåäóþùåé òàáëèöå:

Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè
P2 = ( ln A

α , 0) α ln B + ε ln A < 0, 1 < A < e2

P3 = (x∗, y∗)

x∗ = δ ln A−β ln B
4 y∗(4x∗ − δ) < αx∗

y∗ = α ln B+ε ln A
4 y∗(4x∗ − 2δ) > 2αx∗ − 4

4 = αδ + βε

ε ln A + α ln B > 0

3) Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ P3(x∗, y∗) óñòîé÷èâî, åñëè ëåæèò â îáëàñòè,
îãðàíè÷åííîé êðèâîëèíåéíûì ïÿòèóãîëüíèêîì (ðèñ. 16).

-
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Ðèñ. 16
136. 1) Ñèñòåìà èìååò íóëåâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ P0 = (0, 0), êîîð-
äèíàòû íåíóëåâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ P1 = (x∗, y∗) îïðåäåëÿþòñÿ
ïî ñëåäóþùåé ñèñòåìå:

f(x∗, y∗) =
1
k

, x∗ =
a(k − 1)y∗

k
.

2) λ2 + (ay∗f ′x(P ∗)− 1− ky∗f ′y(P ∗))λ− aky∗f ′x(P ∗) = 0.
3) |akf ′x(P ∗)y∗| < 1.
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4) Íåíóëåâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ P ∗ = (x∗, y∗), ãäå

x∗ =
ln k

γ
, y∗ =

kx∗

a(k − 1)
,

âñåãäà íåóñòîé÷èâî. (Óêàçàíèå. Äîêàæèòå, ÷òî k ln k
k−1

> 1, ∀ k > 1.)

Òåìà 10

137. 1) Äîïóñòèìîé ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ íå ñóùåñòâóåò.
2) x = (2 2

3 ; 3 1
3 ).

3) Äîïóñòèìîé ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ íå ñóùåñòâóåò.
4) x = (2 5

49 ; 2 87
98 ; 0).

138. 1) x = ( 5
8 ; 2 1

12 ; 5
8 ). 2) x = (1; 3). 3) x = ( 3

4 ; 2,5; 1 3
4 ; 2 1

8 ).

139. 1) Ïðè k1 = k2 = 1 îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì áóäåò âåêòîð x = (1; 2).
2) x = (1 11

23 ; 2 8
23 ).

3) Ïðè k1 = k5 = 1, k2 = 1
3 , k3 = 1

6 , k4 = 0,5, îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì
áóäåò âåêòîð x = (3; 2; 2

9 ; 2; 1
3 ).

140. 1) x = (2; 0; 1 2
3 ). 2) x = (1 5

6 ; 1 7
9 ).

Çàäà÷è äëÿ ïîäãîòîâêè ê ýêçàìåíó

141. X(t) = 32a1 − 20(−2)−4a2 + 3(−4)−ta3, ãäå a1 = (1; 1
4 ; 1

16 )′,
a2 = (1; 1 1

2 ; 1
4 )′, a3 = (1; −1; 1); L(t) = (32; 8; 2)′.

142. X(t) = 48 ·2ta1−3 ·(−2)−ta2, ãäå a1 = (1; 1
4 ; 1

64 )′, a2 = (1; −1; 1
4 )′;

L(t) = 48 · 2ta1.

143. L(t) = 89
192 (48; 16; 8; 3; 1)′.

144. P1 = (0; a) � óñòîé÷èâî, åñëè λa− w < 0; P2 = (λa−w
λq ; w

λ ) � óñòîé-
÷èâûé óçåë, åñëè λa− w > 0.

145. Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè íåíóëåâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ: kb > 2ε2.

148. Ñì. �36.
149. Ñì. �87.
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150. Ñì. �54.
151. Ñèñòåìà èìååò íóëåâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ P0 = (0, 0, ..., 0)
è n ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ ñ îäíîé íåíóëåâîé êîìïîíåíòîé

Pi = (0, ..., N∗
i , ..., 0),

ãäå N∗
i � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

F (Pi) =
εi

γi
, i = 1, n.

Òîëüêî îäíî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ P1 ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-
÷èâûì, îñòàëüíûå � íåóñòîé÷èâû. Òàêóþ ñèòóàöèþ ìîæíî èíòåðïðåòè-
ðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïåðâûé âèä âûòåñíÿåò âñå îñòàëüíûå, òàê
êàê ìåíåå ÷óâñòâèòåëåí ê íåäîñòàòêó ïèùè.
152. x∗1 = 0 � óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ; x∗2 = αβ

αβ−dτ � íåóñòîé-
÷èâî.
153. Ñì. �57.
154. x = Ku, y = aK

g1
v, z = h1K

g2
w, t = 1

aK τ ;

l = L
K , δ1 = h1

a , δ2 = h1h2
ag1

.

155. Ñì. �23.
156. P0 = (0; 0) � íåóñòîé÷èâûé óçåë; P1 =

(
σk3
k4

; σk1
k2

)
� ñåäëî.

157. αm + (p−m)β < 1.
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