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28.10.2024 

Занятие № 9 

Линейные уравнения 1-го порядка 

Интегрирование линейных уравнений 
 

Уравнение вида 

( ) ' ( ) ( ),a x y b x y f x   

называют линейным. Если ,0)( xf  то уравнение будет однород-

ным, иначе неоднородным. 
 

№ 136 [Ф]:  .22' 4xyxy                                                                          (136.1) 
 

1 способ (метод Лагранжа, метод вариации произвольной постоян-

ной). Рассмотрим соответствующее однородное уравнение 
.02'  yxy                                             (136.2) 

Заметим, что функция   y  0   является его решением. Другие реше-
ния найдем, разделяя переменные: 

}.0{\   ,    ;0   |,|lnln||ln    ,
2 22 RCCxyCCxydx
xy

dy
  

http://elibrary.bsu.az/kitablar/846.pdf
http://math-it.petrsu.ru/users/semenova/DIFF_UR/Lections/Diff_UR_3.pdf


Получили, что все решения однородного уравнения (136.2) описы-

вает формула RCCxy     ,2  (решение y  0 можно получить из 

последней формулы при C = 0). Решение заданного уравнения 
(136.1) будем искать в виде: 

.)( 2xxCy                                             (136.3) 

Подставив выражение (136.3) в уравнение (136.1), получим: 

 
.   ,)(    ,2)('

,2)('    ,2)(2)(2)('

11

2

43422

RCCxxCxxC

xxCxxxxCxxCxxCx




 

Полученное для C(x) выражение подставляем в (136.3). В результате 
получим решение заданного уравнения: 

RCCxxxCxy     ,)( 2422  

Структура общего решения уравнения (136.1) 

2 4   +  y Cx x  

 
 
 

 

 

2 способ (метод Бернулли). Будем искать решение уравнения (136.1) 
в виде произведения двух функций: 

).()( xvxuy      (136.4) 

Подставляя (136.4) в заданное уравнение, получим 

.2)2'('    ,22)''( 44 xvxvuvxuxuvuvcux           (136.5) 

Выберем функцию v так, чтобы  .02'  vxv  Решив это уравнение 

как уравнение с разделяющимися переменными, получим .2cxv   

В качестве функции v(x) можно взять функцию  v(x) = x2 (Функция 

v(x) в (136.4) является одним из решений однородного уравнения, 

Общее решение соответ-
ствующего однородного 
уравнения (136.2) 
 

Частное решение неодно-
родного уравнения (136.1) 
 



соответствующего заданному). Осталось найти общее решение 
уравнения (136.5): 

.   ,2'   ,2'   ,2' 24342 Cxuxuxuxxxxu   

Выражения для функций u(x) и v(x) подставляем в (136.4). В резуль-
тате получим все решения заданного уравнения (136.1). 

Ответ:  .   ,42 RCxCxy   

Замечание. Если заданное уравнение записать в виде: 

  ,22 4 dxxyxdy   

то нетрудно установить, что его решением будет и функция x  0. 

№ 137 [Ф]:  .24')12( yxyx                                                             (137.1) 

 

Найдем общее решение соответствующего однородного уравнения 

.   ),12(   ,
12

2
   ,2')12( RCxCy

x

dx

y

dy
yyx 


  

(при разделении переменных решение y  0 не потеряно !). 
Применим метод вариации произвольной постоянной. Будем ис-
кать решение заданного уравнения в виде: 

.)12)((  xxCy                                  (137.2) 

Имеем 
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Полученное для C(x) выражение подставляем в (137.2). В результате 
найдем решение заданного уравнения. 

Ответ:  .   ,1)12ln)(12( RCxCxy   

Замечание. Если заданное уравнение записать в виде: 

.)24()12( dxyxdyx   



то нетрудно установить, что его решением будет и функция x  1/2. 

 
№ 138 [Ф]:  .sectg' xxyy                                                                    (138.1) 
 

Для соответствующего однородного имеем 

.cos   |,|ln|cos|ln||ln   ,tg   ,0tg' xCyCxyxdx
y

dy
xyy   

(при разделении переменных решение y  0 не будет потеряно, если 

C R !). 
Применим метод вариации произвольной постоянной. Будем ис-
кать решение заданного уравнения в виде: 

.cos)( xxCy                                   (138.2) 

Имеем 

.   ,tg)(

,
cos

1
)('     ,

cos

1
tgcos)(sin)(cos)('
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x
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xxxCxxCxxC
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Полученное для C(x) выражение подставляем в (138.2). В результате 
найдем решение заданного уравнения 

.cossincos)(tg 11 xCxxCxy   

 
№ 138 [Ф]:  .sectg' xxyy                                                                    (138.1) 

2 способ (метод интегрирующего множителя). Умножая обе части 

уравнения (138.1) на ,
cos

1

x
 получим 

.   ,cossin   ,tg
cos

1
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Ответ:  .   ,cossin RCxCxy   



 

Домашнее задание 
 

[Ф] №№ 139, 140, 141, 144.  
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Занятие № 10  

 

Самостоятельная работа № 1 

Примерный вариант 

 

 

Линейные уравнения 1-го порядка 

№ 142 [Ф]:  22 ( ) .x x y dx dy                                                                  (142.1) 

Уравнение является линейным относительно переменной y и рав-
носильно следующему 

32 2 .
dy

xy x
dx

       (142.2) 

Соответствующее однородное уравнение 2
dy

xy
dx

  имеет решение 

2

.xy Ce  Применив метод вариации произвольной постоянной, по-

лучим: 

50 мин 



2 2 2 2

2

3 3

2

1 1

2 ( ) '( ) 2 ( ) 2 ,     '( ) 2 ,    

( ) ( 1) ,   .

x x x x

x

xe C x e C x xC x e x C x x e

C x e x C C R





   

    
 

Следовательно,  
2 2 2 22 2

1 1( ) ( ( 1) ) 1.x x x xy C x e e x C e C e x         

Ответ:  
2 2 1,    .xy Ce x C R     (рис. 1). 

 

 
Рис. 1. Интегральные кривые уравнения (142.1).  

 
 
 

№ 145 [Ф]:  .)( 2 ydxdyyx                                                                   (145.1) 
 

Уравнение не является линейным относительно переменной y. Од-

нако оно линейное относительно x. Заметим, что  y  0  является 

решением уравнения. Для поиска других решений будем считать x 

функцией y. Считая dy  0, имеем 

.2yx
dy

dx
y       (145.2) 



Соответствующее однородное уравнение x
dy

dx
y   имеет решение 

.Cyx   Применив метод вариации произвольной постоянной, по-

лучим: 

 
.  ,)(    ,1)('

   ,)('    ,)()()('

11
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RCCyyCyC

yyyCyyyCyCyyCy


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Следовательно,  .)()( 1

2

1 yCyyCyyyCx   

Ответ:  .0   ;   ,2  yRCCyyx   (рис. 2). 

 

 
Рис. 2. Интегральные кривые уравнения (145.1).  

Геометрическое место вершин парабол-интегральных кривых 

2

,
4 2

C C 
  
 

 – 

это парабола 
2x y   (пунктирная линия) 

 
Домашнее задание 

[Ф] №№ 146, 147, 301, 306. 
 



18.11.2024 

Занятие № 11  

Линейные уравнения 1-го порядка и уравнения, приводящиеся к 
ним 

№ 148 [Ф]:  . ln4)2( dyyydxdyyx                                              (148.1) 
 

Условие y > 0 определяет область определения уравнения. Уравне-
ние не является линейным относительно переменной y. Однако оно 
линейное относительно x.  Имеем 

.ln42   ,)ln42( yyx
dy

dx
ydyyyxydx    (148.2) 

Соответствующее однородное уравнение x
dy

dx
y 2  имеет решение 

2.Cyx   Применив метод вариации произвольной постоянной, по-

лучим: 
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Так как 

,
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то 

.  ,
11ln2

)( 112
RCC
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y
yC 


  

Следовательно, .   ,1ln2)( 1

2

1

2 RCyCyyyyCx   

Ответ:  .   ,1ln2 2 RCCyyyx   

 



 
Рис. 2. Интегральные кривые уравнения (145.1).  

Геометрическое место вершин парабол-нтегральных кривых 

2

,
4 2

C C 
  
 

 – 

это парабола 
2x y   (пунктирная линия) 

 

 

№ 149 [Ф]:  .
3

'
2yx

y
y


                                                                           (149.1) 

 

Уравнение не является линейным относительно переменной y. За-

метим, что  y  0  является решением уравнения, а для поиска дру-

гих решений рассмотрим «перевернутое» уравнение 

,
3 2

y

yx

dy

dx 
  (149.1) 

которое является линейным относительно x. Соответствующее од-

нородное уравнение 
y

x

dy

dx 3
  имеет решение .3Cyx   Применив 

метод вариации произвольной постоянной, получим: 
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Следовательно, .
1

)( 3

1

23

1

3 yCyyC
y

yyCx 







  

Ответ:  .0   ;   ,32  yRCCyyx  

 
 

Уравнение Бернулли 

,1,0   ,0)(    ,)()('  mxbyxbyxay m  

с помощью замены  myz  1  приводится к линейному 

 .)()()1(' xbzxamz   

При m > 0 следует учесть, что y = 0 является решением уравнения Бер-
нулли. 

 

№ 151 [Ф]:  .2' 2 xeyyy                                                                          (151.1) 
 

Уравнение является уравнением Бернулли (m = 2). Его решения, от-

личные от   y  0  , найдем следующим образом. Разделив обе части 
уравнения (151.1) на y2, получим 

.
2'

2

xe
yy

y
                                             (151.2) 

Так как  ,
1'

2 









ydx

d

y

y
 то, выполнив в уравнении (151.2) замену 

,
1

y
z   получим 

 .2' xezz                                             (151.3) 



Полученное уравнение является линейным неоднородным. Соот-
ветствующее однородное уравнение 02'  zz имеет решение 

.2xCez   Применив метод вариации произвольной постоянной, 
получим: 
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   ,)('     ,)(2)(2)('
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Следовательно, общим решением уравнения (151.3) является: 

.)()( 2

1

2

1

xxxxx eCeeCeexCz    

Выполнив обратную замену, получим 

.   ,1)(   ,
1 22 RCCeeyCee
y

xxxx   

Ответ:  
2( ) 1,    ;    0.x xy e Ce C R y     

 
 

№ 154 [Ф]:  .' 322 yxyxy                                                                       (154.1) 

Так как ,
3

1
'

3
2 

dx

dy
yy  то выполнив в уравнении замену ,3yz  по-

лучим 

 ).(3' 2 zxxz       (154.2) 

Полученное уравнение является линейным неоднородным. Соот-
ветствующее однородное уравнение zxz 3'  имеет решение 

.3Cxz   Применив метод вариации произвольной постоянной, по-
лучим: 
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Общим решением уравнения (154.2) будет 

.3
3

)( 2
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1

3 xxCxC
x

xxCz 







  

Выполнив обратную замену, получим ответ. 



Ответ:  .   ,3 233 RCxCxy   

Замечание 1. Если заданное уравнение записать в виде: 

,)( 322 dxyxdyxy   

то нетрудно установить, что его решением будет и функция x  0. 
Замечание 2. Уравнение (154.1) является уравнением Бернулли. Действитель-

но,  .'     '
2

2
322 y

y

x
xyyxyxy   При этом m = 2. 

 

№ 157 [Ф]:  .02' 35  xeyxyxy                                                            (157.1) 
 

Уравнение является уравнением Бернулли (m = 3). Очевидно,   y  0  

является его решением. Остальные решения будем искать следую-
щим образом. Разделив обе части уравнения (157.1) на y3, получим 

.0
2' 5

23
 xex

yy

y
x  (157.2) 

Так как  ,
1

2

1'
23 
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
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ydx

d

y

y
 то, выполнив в уравнении (157.2) замену 

,
1

2y
z   получим линейное уравнение 

 .24' 5 xexzxz    (157.3) 
 

Общим решением соответствующего однородного уравнения 04'  zxz  

является  .4Cxz   Решая уравнение (157.3) методом вариации, будем 
иметь 
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,)('    ,2)(4))(4)('(
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555434
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Тогда  

,  ,2)( 1

44

1

4 RCexxCxxCz x   

является общим решением уравнения (157.3). 
Выполнив обратную замену: 



 ,)2(
1 4

12
xeC

y

x  

получим решение заданного уравнения (157.1). 

Ответ:  .0   ;   ,1)2(42  yRCCexy x
 

Замечание 1. Если заданное уравнение записать в виде: 

,0)2( 35  dxeyxyxdy x  

то нетрудно установить, что его решением будет и функция x  0. 
 

№ 159 [Ф]:  .2'sin' 3 yxyyxy                                                               (159.1) 

 

Очевидно,   y = 0  , является решением уравнения. Для поиска дру-

гих решений преобразуем уравнение следующим образом.  Разде-

лив обе части уравнения на ,0'y  получим уравнение 

,sin2 3 yxx
dy

dx
y     (159.2) 

которое является уравнением Бернулли. Заметим, что оно имеет 

решение   x = 0, но оно не является решением заданного уравнения 

(159.1).  Для поиска отличных от нуля решений разделим обе части 

уравнения (159.2) на 2x  и выполним замену ).(2 yzx   В результа-

те получим линейное неоднородное уравнение 

.sin' yzyz     (159.3) 

Соответствующее однородное уравнение 0' zyz имеет решение 

.
y

C
z   Применив метод вариации произвольной постоянной, полу-

чим: 
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Следовательно, общим решением уравнения (159.3) является: 

.
cos)( 1

y

y

y

C

y

yC
z   

Выполнив обратную замену, получим 

.)cos(    ,
cos1

1

21

2
yyCx

y

y

y

C

x
  

 

Ответ:  
2 ( cos ) ,    ;    0.x C y y C R y     

 

№ 161 [Ф]:  .)12( 2 dyyxxdx                                                           (161.1) 

 

Выполнив замену ),(2 yzx   получим линейное уравнение  

).12(22       12
2

1
 yz

dy

dz
yz

dy

dz
   (161.2) 

Соответствующее однородное уравнение zz 2'  имеет решение 

.2 yCez  Применив метод вариации произвольной постоянной, по-
лучим: 

.   ,2)(    ,)()12()(

   ,)12(2)('     ),12(2)(2)(2)('

11

2

1

2

2222

RCCyeyCCedyyC

eyyCyeyCeyCeyC

yy

yyyy










 

Следовательно, общим решением уравнения (161.2) является: 

.2)( 2

1

2 yy eCyeyCz   

Выполнив обратную замену, получим 

Ответ:  .   ,222 RCyCex y   

Замечание. Уравнение (161.2) может быть приведено к уравнению с разделя-

ющимися переменными с помощью замены ).(242 yuyz   См. занятие 

№ 2  

Домашнее задание 
 

[Ф] №№ 152, 153, 155, 303, 305, 320. 
 

https://math-it.petrsu.ru/users/semenova/DIFF_UR/Praktika/Audit_Tasks/201_23-24/s1/Audit_Tasks_1.pdf
https://math-it.petrsu.ru/users/semenova/DIFF_UR/Praktika/Audit_Tasks/201_23-24/s1/Audit_Tasks_1.pdf
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Занятие № 12  

Уравнения Бернулли и уравнения Риккати 
 

№ 162 [Ф]:  2( 1)( ' 1)x yy y                                                                 (162.1) 

 

Выполнив замену 2 ( ),y z x  получим линейное уравнение  

1
( 1) ' 1        ( 1) ' 2 2( 1).

2
x z z x z z x

 
        

 
   (162.2) 

Соответствующее однородное уравнение ( 1) ' 2x z z   имеет ре-

шение 2( 1) .z C x  Применив метод вариации произвольной по-

стоянной, получим: 
3 2 2

2 2

'( )( 1) 2 ( )( 1) 2 ( )( 1) 2( 1),     

2 2 2
'( ) ,     ( ) .

( 1) ( 1) 1

C x x C x x C x x x

dx
C x C x C C

x x x

      

     
  

 

Следовательно, общим решением уравнения (162.2) является: 
2 2( )( 1) ( 1) 2( 1).z C x x C x x       

Выполнив обратную замену, получим 

Ответ:  
2 2( 1) 2( 1).y C x x     

 

№ 163 [Ф]:  .2)'(  yex y                                                                        (163.1) 

 

Так как  

),)'(1()'1(' yyyyy eeyeeye    

то, выполнив в уравнении (163.1) замену  ),(xze y   получим ли-

нейное уравнение 
.2)'1( zzx     (163.2)jhuuioi+ 



Соответствующее однородное уравнение zxz 2'  имеет решение 

.2Cxz  Применив метод вариации произвольной постоянной, по-
лучим: 

.   ,
1

)(    ,
1

)('

,)('    ,)(2))(2)('1(

112

322

RCC
x

xC
x

xC

xxCxxxCxxCxxCx





 

Следовательно, общим решением уравнения (163.2) является: 

.)( 2

1

2 xCxxxCz   

Выполнив обратную замену, получим 

Ответ:  .   ,2 RCCxxe y 
 

 

Уравнение Риккат́и 

),()()(' 2 xcyxbyxay   

в случае, если известно его некоторое частное решение *y , может 

быть приведено к уравнению Бернулли заменой *y z y  .  

Не существует общего метода нахождения частного решения *y . Ино-

гда  частное решение удается найти исходя из вида свободного члена 
уравнения c(x). Например, для уравнения Риккати вида 

,'
2

2

x

C
y

x

B
Ayy   

где A, B и C – вещественные постоянные (причем ACB 4)1( 2  ) 

частное решение можно найти в виде * .
a

y
x

   

А для уравнения вида 2 2' ,y y Ax Bx C    где , A, B и C – веще-

ственные постоянные, в левой части будут члены, подобные членам 

правой части, если взять .y ax b   Подставляя в уравнение и при-

равнивая коэффициенты при подобных слагаемых, получим систему 
уравнений для нахождения  a и b.  Если такая система будет иметь 

решение, то частное решение вида *y ax b  существует. 

 



№ 167 [Ф]:  .4' 222  yxxyyx                                                            (167.1) 

 

Поделив обе части уравнения на 2x , получим 

.
4

'
2

2

x
y

x

y
y     (167.2) 

Это уравнение Риккати. Его общее решение можно найти, зная хотя 

бы одно частное решение. Попытаемся искать его в виде .*
x

a
y   

Подставляя *y  в уравнение (167.2), будем иметь: 

.2    ,4    ,
4 2

22

2

22
 aa

xx

a

x

a

x

a
 

Таким образом, получили два частных решения уравнения (167.2): 

x
y

2
  и  .

2

x
y   Для преобразования уравнения (167.2) возьмем 

первое из них. Замена 
x

zy
2

  приводит уравнение (167.2) к 

уравнению 

0
5

'    ,
44422

' 2

22

2

22
 z

x

z
z

xxx

z
z

xx

z

x
z     (167.3) 

Полученное уравнение является уравнением Бернулли. 

 



 

 

Ответ:  .   ,
42
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
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№ 307 [М]:  2' .y y xy x                                                                             (1) 

 

Будем искать частное решение уравнения (1) в виде  

*y ax b  .    (*) 

Для определения коэффициентов a и b подставим *y  в уравнение (1). 

Будем иметь: 
2 2 2 2

2 2

2    

  ( 1) (2 1) .

a a x abx b ax bx x

a a a x ab b x b

      

      
 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x в правой и ле-
вой частях равенства, получим: 



2

( 1) 0,
1,

2 1 0,     
1.

a a
a

ab b
b

a b

  


    




 

Следовательно, нашли частное решение заданного уравнения в виде 
(*): 

* 1.y x   

Замена  
1y z x    (2) 

приводит уравнение (1) к уравнению 

2 2' 1 ( 1) ( 1) ,    ' ( 2) .z z x x z x x z z x z               (3) 

Полученное уравнение является уравнением Бернулли. Заметим, 

что 0z   является его решением. Другие решения найдем, приведя 

уравнение (3) с помощью замены 
1

u
z

  к линейному  

' ( 2) 1.u x u      (4) 

Уравнение (4) решим методом вариации произвольной постоянной: 

 

 
 

 



 
 

Возвращаясь к замене (2), получим ответ. 

Ответ: 
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2
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2
2

1;     1,    .

x
x

x
x

e
y x y x C R

C e dx




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 

 

 

 

Домашнее задание 
 

[Ф] №№ 164, 168, 169.  
 

 



 

№ 310 [М]:  2 2 2' 1.x y x y xy                                           

 



 
 


