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2.09.2024 

Занятие № 1 

Составление дифференциальных уравнений семейства кривых 
 

Для того чтобы построить дифференциальное уравнение, которому 
удовлетворяют кривые заданного семейства  

,0),...,,,,( 21  nCCCyx   (*) 

где ),1(  , niC i  - произвольные постоянные принадлежащие неко-

торой области C, следует: 
1) n раз продифференцировать равенство (*), считая y n раз 

непрерывно дифференцируемой функцией переменной x. 

2) из получившихся соотношений и (*) исключить произвольные 

постоянные C1, C2, …, Cn. 
 

 

 

№ 17 [Ф]: Составить дифференциальное уравнение семейств линий: 

,Cxey  где C – произвольная вещественная постоянная. 
 

Пусть y(x) = непрерывно дифференцируемое решение уравнения: 

http://elibrary.bsu.az/kitablar/846.pdf


,Cxey    (1) 

Дифференцируя равенство (1) по переменной x, получим 

.'          '
)1(

CyyCey Cx     (2) 

Выразим C из (2): 

).0(      
'

 y
y

y
С  

Подставив полученное выражение в (1), получим дифференциаль-
ное уравнение 

yxyey /'  или   '.ln xyyy   

 

№ 21 [Ф]: Составить дифференциальное уравнение семейств линий: 

,222 yCyx  где C – произвольная вещественная постоянная. 
 

Дифференцируя равенство  

,222 yCyx   (1) 

по переменной x, получим 
.'    ,'2'22 xyCyy'yCyyx   

Выразим C из последнего равенства  

)0'(     
'

'



 yy

yy

xy
С  

и подставим его в (1). В результате получим дифференциальное 
уравнение: 

.0')(       2
'

' 222 


 xyyyxyy
yy

xy
x  

 

№ 27 [Ф]: Составить дифференциальное уравнение семейств линий: 

,ln byaxy  где a, b – произвольные вещественные постоянные. 
 

Дважды дифференцируя равенство 
,ln byaxy    (1) 



по переменной x, получим 

,'
'

bya
y

y
   (2) 

".
'"

2

2

by
y

yyy



 (3) 

Из (2) и (3) найдем 

),0"(      
"

'
       ,

"

'"
2

3

2

2




 yy
yy

y
a

yy

yyy
b  

которые и подставим в (1). В результате получим дифференциальное 

уравнений  

).'(')1(ln"         
"

'"

"

'
ln 22

2

2

2

3

yxyyyyyy
yy

yyy
x

yy

y
y 


  

 

№ 30 [Ф]: Составить дифференциальное уравнение окружностей ради-

уса 1, центры которых лежат на прямой y = 2x. 
 

Согласно условию, если С – абсцисса центра окружности, то 2С - его 

ордината. Уравнение окружностей радиуса 1 и с центром в точке (C, 

2C) имеет вид  

.1)2()( 22  CyCx   (1) 

Считая y = y(x), продифференцируем равенство (1) по переменной x, 

получим 

.0')2(  yCyCx  (2) 

Из (2) выразим C: 

'21

'

y

yyx
C




  

и подставим в (1): 



.1
'21

'
2

'21

'
22




























y

yyx
y

y

yyx
x  

Последнее уравнение можно привести к виду 

.)'21()1'()2( 222 yyxy   

 

№ 31 [Ф]: Составить дифференциальное уравнение парабол с осью, 

параллельной Oy, и касающихся одновременно прямых y = 0 и y = x. 
 

Для параболы, которая имеет ось симметрии, параллельную оси Oy, 

и касается прямой y = 0 (это ось абсцисс Ox), вершина лежит на оси 

Ox. Общее уравнение семейства таких парабол имеет вид: 

2( ) ,y a x C    (1) 

где: C – абсцисса вершины параболы, произвольная величина; a – ко-

эффициент, который учитывает направление ветвей параболы и их 

отклонение от оси симметрии (пока произвольная величина). 

Установим связь между параметрами a и C, используя условие ка-

сания параболы (1) прямой y = x. Пусть точка (x0, y0)   соответству-

ющая параметру C точка касания параболы (1) прямой y = x (рис. 1). 

Имеем 

0 0

0 0

2

0 0

'( ) 2 ( ) 1,

,

( ) .

y x a x C

y x

y a x C

   





 

   (2) 

Решая систему, найдем 
1

,   0.
4

a C
C

    Найденное a подставим в 

(1). В результате получим уравнение семейства парабол, удовлетворя-
ющих условию задания: 

2( )
,   \{0}.

4

x C
y С R

С


     (3) 



 

 

Рис. 1 

 

 

Для построения соответствующего ему дифференциального уравнения, 

продифференцируем (3) по переменной x, считая y = y(x). Будем иметь 

'     .
2 1 2 '

x C x
y C

C y


   


 

Теперь из (3) можно исключить C следующим образом: 
2

2

( )
   2 ( )  2 ' ( )   

4 2

2 '
 2 '   2 '   ( ') (2 ' 1).

1 2 ' 1 2 '

x C x C
y y x C y y x C

C C

x y
y y x y xy x y y y

y y

 
           

  
          

  

 

Ответ:  2( ') (2 ' 1).x y y y   

 



 
 

Домашнее задание 

[Ф] № 21 (построить на плоскости xOy семейство кри-
вых, задавая различные значения параметра C); 
[Ф] №№ 18, 20, 26, 32. 

 

 
9.09.2024            

Занятие № 2    
Дифференциальные уравнения с разделяющимися переменными 

Интегрирование уравнений с разделяющимися переменными 

 

№ 52 [Ф]:  Решить уравнение: .12 xydydxy                                   (1) 

 

Очевидно, x = 0 является решением уравнения (1). Найдем осталь-
ные решения, выполнив разделение переменных в уравнении и 
проинтегрировав его 

  





 ,1||ln    ,
1

     ,
1

2

22
Cyx

y

ydy

x

dx

y

ydy

x

dx
 

где C – произвольная постоянная.   

Ответ:  x = 0, .1||ln 2 Cyx   

Заметим, что общий интеграл Cyx  1||ln 2  можно преобра-

зовать следующим образом: 

,0   ,||       1||ln
12

2


 Cy

eAeAxCyx  

.0  ,
12




AeAx
y

   (2) 

Решение  x = 0 можно  получить  из  соотношения (2), если положить 
A = 0. Тогда ответ будет таким: 

.R  ,
12




AeAx
y

 

http://math-it.petrsu.ru/users/semenova/DIFF_UR/Lections/Diff_UR_1.pdf


 

№ 54 [Ф]:  Решить уравнение: .2ctg'  yxy                                  (1) 
 

Перепишем уравнение в виде 

.2ctg y
dx

dy
x   

Очевидно, y = 2 является решением уравнения (1). Найдем осталь-
ные: 

  





|,|ln|cos|ln|2|ln    ,
cos

)(cos

2
    ,

cos

sin

2
Cxy

x

xd

y

dy

x

xdx

y

dy

 

где C – произвольная постоянная, но C  0. Последнее соотношение 
равносильно следующему 

.cos2    |,cos||||2| xCyxCy   

Если положить C = 0, получим решение y = 2.  
 

Ответ:  .R   ,cos2  CxCy  
 

 

Замечание. Если уравнение (1) записать в дифференциалах: 

ctg  ( 2) 0,x dy y dx    

то в ответ надо было бы включить и решения вида: 

,   ,
2

x k k Z


    

т.е. когда ctg 0.x   

 

№ 55 [Ф]:  Решить уравнение: .3' 3 2yy                                                      (1) 

 

Очевидно, y = 0 является решением уравнения (1). Найдем осталь-
ные, разделяя переменные: 

   .R   ,)(    ,     ,
3

    ,
3

33/1

3 23 2
CCxyCxydx

y

dy
dx

y

dy
 

Ответ:  .R   ,)(   ,0 3  CCxyy  



 

№ 60 [Ф]:  Решить уравнение: .10' zxz                                                    
 

Уравнение является уравнением с разделяющимися переменными, 

поэтому 

 ,10 10     ,10 10    ,1010   dxdzdxdz
dx

dz x-zx-zzx  

.R  ,1010    ,
10ln10ln

10

10ln

10
 



CC
C xz

xz

 

Полученный общий интеграл можно разрешить относительно z: 

z =  lg(C – 10x). 

Ответ:  .R   ),10lg(  CCz x  

 
Уравнение вида  ,0  ,0  ),('  bacbyaxfy приводится  к 

уравнению с разделяющимися переменными с помощью замены 

.cbyaxz   Считая ),(xzz   получим .
'

'     ''
b

az
ybyaz


  

Тогда  

   .)('       )(' azbfzcbyaxfy
cbyaxz




 

 

№ 62 [Ф]:  Решить уравнение: ).cos(' xyy                                             (1) 
 

Уравнение (1) можно привести к уравнению с разделяющимися пе-

ременными, если положить   

y – x = z.  (2) 

При этом будем иметь 

.1cos    ,cos
)(




z
dx

dz
z

dx

xzd
  (3) 

Правая часть уравнения cos z – 1 = 0, если  

.  ,2 Zkkz    (4) 



Очевидно, (4) являются решениями уравнения (3). Найдем осталь-
ные решения: 

 .
1cos

    ,
1cos  





dx

z

dz
dx

z

dz
 

 

Так как   ,
2

cos1
2sin2 zz 
  то 

2
,       ,       ctg ,    R .

cos 1 2sin ( / 2) 2

dz dz z
dx dx x C C

z z
     

   

 

Получив решения уравнения (3), вернемся к замене (2).  В результа-
те получим все решения уравнения (1). 

Ответ:  .R   ,
2

ctg    ,  ,2 


 CCx
xy

Zkkxy   

 

Домашнее задание 
 

[Ф] №№ 51, 53, 56, 57, 58. 
 

Разобрать примеры:  
Интегрирование уравнений с разделяющимися переменными 

 
16.09.2024 

Занятие № 3   
Дифференциальные уравнения с разделяющимися переменными 
 

№ 65 [Ф]:  Решить уравнение: .124'  yxy                                  (1) 

 

1 способ. Выполним замену  
.124  yxz   (2) 

Так как 

,
2

4'
'




z
y  

http://math-it.petrsu.ru/users/semenova/DIFF_UR/Lections/Diff_UR_1.pdf


то уравнение (1) приводится к виду 

.42'  zz   (3) 

Заметим, что .042 z  Разделив переменные в уравнении (3), 
получим 

     





,
22

       ,
22

Cdx
z

dz
dx

z

dz
 

 
где C – произвольная постоянная. Так как 

 
 

),2ln(22ln2
2

2    :замена  
22













zzttdt
t

t

tz
z

dz

 

то интегрирование уравнения (3) дает 
 

Cxzz  )2ln(22  или .)2ln(2 Cxzz   
 

Выполнив обратную замену (2), получим общий интеграл уравнения 
(1): 

 .R   ,)2124ln(2124  CCxyxyx      (4) 
 

2 способ. Уравнение (1) можно привести к уравнению с разделяю-
щимися переменными и с помощью замены  

.124  yxz   (5) 

Тогда 

. 2''       )'2(
1

)'24(
1242

1
' 


 zzyy

z
y

yx
z  

Таким образом, с помощью замены (5) уравнение (1) приводится к 
виду  .2' zzz   Разделяя переменные, получим 
 

 .)2ln(2   ,
2

      ,
2

CxzzCdx
z

zdz
dx

z

zdz





   

 



Выполнив обратную замену (4), получим общий интеграл уравнения 
(1), совпадающий с (4). 
 

 
Поиск решений, удовлетворяющих заданным условиям 
 

№ 54 [Ф]:  Найти решение уравнения ,2ctg'  yxy  удовлетворяю-

щее условию   1)( xy при    .0x                           
 

Общее решение уравнения имеет вид (см. занятие № 2): 
.R   ,cos2  CxCy  

Тогда 

.3        12)cos2(limlim
00




CCxCy
xx

 

Следовательно, решением уравнения, удовлетворяющим заданно-

му условию, является следующее .cos32 xy   
 
 

№ 55 [Ф]:  Найти решение уравнения 3 23' yy  , удовлетворяющее 

условию  (2) 0.  y                            
 

Из множества решений уравнения (см. занятие № 2): 

,R   ,)(   ,0 3  CCxyy  

два удовлетворяют заданному условию: 

.)2(   ,0 3 xyy  

№ 66 [Ф]: Решить уравнение  .12cos'2  yyx                                         (1) 

Найти решение уравнения, удовлетворяющее условию, удовлетворя-

ющее условию    .4/9)( y                           
 

Разделяя переменные, получим 

.
cos2

      ,
12cos 222 x

dx

y

dy

x

dx

y

dy



 

Проинтегрировав полученное уравнение, будем иметь 



,
1

tg
2

1

x
Cy   или   .  ,

2
2 Zkk

x
Carctgy 








   

Подчинив найденное решение заданному условию ( ) 9 / 4,y    

будем иметь: 

1 1
tg ( ) lim ,

12
  ,

29
( )

4

x
y C

x
C

y




  
       

  


 

2
( ) lim arctg 2 ,   ,

1/ 2,
9

   2.9
4 4( ) ,

4

arctg(1) ,
4

x
y C k k Z

x

C

k k
y



 






  
     

 
 


    
 






Ответ: 
2

arctg 1 2 .y
x


 

   
 

 

 
 

 

Домашнее задание 
 

[Ф] №№ 63, 64, 67, 302, 309, 312. 

 

 



23.09.2024 

Занятие № 4  
 
Дифференциальные уравнения с разделяющимися переменными 
 

Задача о площади листа виктории-регии 

Скорость увеличения площади молодого листа виктории-регии, имею-
щего форму круга, пропорциональна радиусу листа R и количеству 
солнечного света Q, падающего на него. Количество солнечного света 
пропорционально площади листа и косинусу угла между направлением 
лучей и вертикалью к листу.  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Найдите зависимость между площадью листа S и временем t, если в 
6 ч утра эта площадь составляла 1600 см2, а в 18 ч того же дня 2500 см2. 



Принять, что угол   между направлением луча Солнца и вертикалью в 

6 ч утра и в 18 ч равен 90o,  а в полдень  0o. 
 

Ответ: 
2

2

400
( ) .

cos 9
12

S t
t


 

 
 

 

№ 90 [М]:  Решить уравнение: .
1

1
'




yx
y                                           (1) 

 

1 способ.  Уравнение (1) не является уравнением с разделяющимися 
переменными, но может быть сведено к нему, если выполнить за-
мену 1.z x y    Считая ),(xzz   получим 

' 1 '      ' ' 1.z y y z       

Тогда уравнение (1) примет вид: 
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' 1    ' .

z
z z

z z


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Очевидно, одним из решений уравнения (2) будет z = 1. Найдем 

остальные решения, разделяя переменные: 
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Заменив z на (x + y +1), получим все решения заданного уравнения 
 

2 0,     ln 2 ,   .x y | x y | y C C R                     (3) 

 
2 способ. Рассмотрим перевернутое уравнение 

,1 yx
dy

dx
 

Для которого выполнив замену ,1 yxz  получим уравнение с 

разделяющимися переменными: 



.1 z
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dz
   (4) 

Очевидно, одним из решений уравнения (4) будет z = 1. Найдем 

остальные решения: 
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Возвращаясь к замене, получим все решения заданного уравнения: 
 

.  ,2ln    ,02 RCCy|y|xyx               (5) 

Полученное множество решений совпадает с полученным первым 
способом (3). 
Так как 
 

,0   ,2          ,2ln 11  CeCyxRCCy|y|x y  
 

то все решения (2) можно записать следующим образом: 
 

.   ,2 11 RCeCyx y   

 
 

№ 146 [М]:  Решить уравнение:  

.0)()( 2222  dyyxxdxxyy                                   (1) 
 

Уравнение (1) – уравнение с разделяющимися переменными: 

.0)1()1( 22  dyyxdxxy  

Очевидно x = 0 и y = 0 являются решениями уравнения.  Найдем другие 

решения, разделяя переменные: 
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В результате получили 
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Задача о семействе кривых 

Постройте уравнение семейства кривых, которые обладают следую-
щим свойством: угловой коэффициент касательной к кривой в любой 
ее точке вдвое больше углового коэффициенте радиус-вектора точки 
касания. 
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Ответ: 2 ,  0.y Cx C   

 

 

Домашнее задание 
 

Дополнение к задаче о площади листа. Построить гра-

фик функции S(t) на промежутке t  [0; 12]. Выяснить, в 
какой момент времени наблюдается максимальный 
прирост площади. 

[М]: № 147:    .0)1()1( 22  dyydyedxey yx  

[Ф]: №№ 319, 325, 352, 369 
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Занятие № 5  
 
Дифференциальные уравнения с разделяющимися переменными 
 
 

№ 68, а [Ф]:   

Найти ортогональные траектории к линиям семейства  y = Cx2                          
 

Сначала составим дифференциальное уравнение заданного семейства 

кривых. Дифференцируя по x уравнение заданного семейства (см. за-

нятие № 1) и исключая параметр C, получим уравнение 
2

' .
y

xy   Заме-

няя в этом уравнении y’  на  1/y’, получим дифференциальное уравне-

ние ортогональных траекторий  
2

' .x
y

y    Найдем его решение: 
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Ответ:  .   ,2 22 RCCxy   

Иллюстрация: рис. 1. 

 
 
 

№ 68, в [Ф]:   

Найти ортогональные траектории к линиям семейства  Cx2 + y2 = 1.                          
 

1. Составим дифференциальное уравнение заданного семейства кри-

вых: 
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2. Замена y’  на  1/y’ дает дифференциальное уравнение ортогональ-

ных траекторий: 



 

 
 

Кривые заданного семейства (параболы и прямая y = 0) 
 

 
Ортогональные траектории (эллипсы) 

 

Рис. 1. Иллюстрация к № 68. а 
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3. Находим ортогональные траектории, решая уравнение (*): 
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Учитывая, что y = 0 также является решением уравнения (*), получаем  

Ответ:  .0  ,
222   CCey yx  (рис. 2) 



 
 

Кривые заданного семейства 
 

 
Ортогональные траектории  

 

Рис. 2. Иллюстрация к № 68. в 
 

 

 

 

№ 80 [Ф]: Тело охладилось за 10 мин от 100С до 60С. Температура 

окружающего воздуха поддерживается равной 20С. Когда тело осты-

нет до 25С?  

Замечание. Принять, что скорость остывания тела пропорциональна разности 

температур тела и окружающей среды. 
 

 



Пусть t – независимая переменная, время (мин); T(t) – температура тела 

(в С) через t мин с того момента, когда температура тела было 100С. 

Тогда условие задачи можно записать в виде следующей краевой зада-

чи: 

( ( ) 20),

(0) 100,   (10) 60,

dT
k T t

dt

T T


 


  

                        (*) 

где k – пока неизвестный коэффициент пропорциональности. Диффе-

ренциальное уравнение является уравнением с разделяющимися пе-

ременными и имеет решение:  

( ) 20.ktT t Ce   

Подчинив его заданным граничным условиям, составим систему для 

нахождения постоянной C и коэффициента пропорциональности k: 

10 10

20 100, 80,
     

20 60 1/ 2.k k

C C
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Тогда решением задачи (*) будет функция: 

10( ) 80 2 20.
t

T t


    

Найдем t, когда температура тела станет равной 25C: 
/10( ) 80 2 20 25    40.tT t t       

Ответ:  40 мин. 

 
№ 82 [Ф]: Кусок металла с температурой a градусов помещен в 

печь, температура которой в течение часа равномерно повыша-

ется от a до b градусов. При разности температур печи и металла 

в T градусов металл нагревается со скоростью kT градусов в ми-

нуту. Найти температуру металла через час. 

Обозначим: 



( )x t   температура куска металла через t минут после помещения 
в печь; 

( )y t   температура печи через t минут после начала повышения 
температуры. 

Для  ( )y t  имеем: 

( ) ,   (0) ,  (60)     ( ) .
60

b a
y t t y a y b y t a t 
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Тогда для ( )x t будем иметь: 
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Задача (1) имеет решение 
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Тогда 60(60) (1 ).
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x b e

k


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Домашнее задание 
 

[Ф]: №№ 68 (б), 71. 

 
 


