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24.11.2017 

Занятие № 13 

Уравнения в полных дифференциалах 

 Интегрирование уравнений в полных дифференциалах 
 

Уравнения  

0),(),(  dyyxQdxyxP                                      (1) 

называется уравнением в полных дифференциалах, если существует 

функция ),,( yxu  для которой .),(),(),( dyyxQdxyxPyxdu   Об-

щий интеграл уравнения (1) имеет вид 

,),( Cyxu                                                   (2) 

где С – произвольная постоянная. Будем считать, что функции P(x, y) и 
Q(x, y) являются непрерывно дифференцируемыми в области D (одно-
связная область, в которой рассматривается уравнение). Необходи-
мым и достаточным условием того, чтобы уравнение (1) было уравне-
нием в полных дифференциалах, является выполнение тождества 
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Задача решения уравнения в полных дифференциалах сводится к 
классической задаче математического анализа о восстановлении 
функции двух переменных по ее дифференциалу. Т.е. следует найти 
функцию, для которой: 

http://elibrary.bsu.az/kitablar/846.pdf
http://math-it.petrsu.ru/users/semenova/DIFF_UR/Praktika/Book/Matveev.djvu
http://math-it.petrsu.ru/users/semenova/DIFF_UR/Lections/Diff_UR_4.pdf
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№ 186 [Ф]:  .0)( 2 22  dyyxdxxy                                                   (186.1) 
 

Найдя частные производные 
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устанавливаем справедливость тождества (3). Следовательно, урав-
нение (186.1) является уравнением в полных дифференциалах 
(УПД). 
Составим условия (4) для определения функции ),( yxu : 
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Интегрируя по x первое уравнение, получим 

),(),( 2 yyxyxu    (186.3) 

где функция )(y подлежит определению. Для ее нахождения под-

ставим (186.3) во второе условие системы (186.2), будем иметь 
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Отсюда получаем уравнение для нахождения )(y : 
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где с – произвольная постоянная. Однако, при нахождении функции 

)(y можно полагать с = 0.  Итак, получили 

,
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),( 32 yyxyxu   

и по формуле (2) можно записать ответ. 

Ответ:  .   ,3    или    
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Найдя частные производные 
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устанавливаем справедливость тождества (3). Составим условия (4) 
для определения функции ),( yxu : 

.
52),(

       ,
3),(

3

3

2

22

y

yx

y

yxu

y

yx

x

yxu 










  (190.2) 

Интегрируя по x первое уравнение, получим 
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где функция )(y подлежит определению. Для ее нахождения под-

ставим (190.3) во второе условие (190.2), будем иметь 
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Отсюда получаем уравнение для нахождения )(y : 

,
5

)(    ,
5

)('
2

c
y

y
y

y    

где с – произвольная постоянная. Полагая с = 0, подставим найденное 

для )(y выражение в (190.3). В результате получим 
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и по формуле (2) можно записать ответ. 
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№ 191 [Ф]:    .0 12 22  dyyxdxyxx                       (191.1) 

 

Найдя частные производные 
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устанавливаем справедливость тождества (3). Составим условия (4) 
для определения функции ),( yxu : 
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Интегрируя по x первое уравнение, получим 

),()(
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),( 2/322 yyxxyxu    (191.3) 

где функция )(y подлежит определению. Для ее нахождения под-

ставим (191.3) во второе условие (191.2), будем иметь 

 .)(' 22 yxyyx     (191.4) 

Отсюда получаем уравнение для нахождения )(y : 

 ,)(    ,0)(' cyy    

где с – произвольная постоянная. Полагая с = 0, подставим найденное 

для )(y выражение в (191.3). В результате получим 
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и по формуле (2) можно записать ответ. 
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Найдя частные производные 
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устанавливаем справедливость тождества (3). Составим условия (4) 
для определения функции ),( yxu : 
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Интегрируя по x первое уравнение, получим 
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yxu    (194.3) 

где функция )(y подлежит определению. Для ее нахождения под-

ставим (194.3) во второе условие (194.2), будем иметь 
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Отсюда получаем уравнение для нахождения )(y : 
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где с – произвольная постоянная. Полагая с = 0, подставим найденное 

для )(y выражение в (194.3). В результате получим 
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и по формуле (2) можно записать ответ. 



 

Ответ:  .sin)2(21   или    
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Домашнее задание 
 

[Ф] №№ 187, 189, 193. 
 
Выполнить пробный вариант самостоятельной работы № 2 «Ли-
нейные уравнения 1-го порядка и уравнения, сводящиеся к ним» 

 

 

 

1.12.2017 

Занятие № 14 

Уравнения в полных дифференциалах. Интегрирующий множи-
тель  

 

Пусть уравнение 

0),(),(  dyyxQdxyxP                                      (1) 

не является уравнением в полных дифференциалах. Дифференцируе-

мая функция ,0),(  yx  после умножения на которую уравне-

ние (1) становится уравнением в полных дифференциалах, называется 
интегрирующим множителем этого уравнения. Чтобы уравнение 

0),(),(  dyyxQdxyxP                                     (2) 

было уравнением в полных дифференциалах, должно выполняться 
условие 
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Соотношение (3) можно рассматривать как дифференциальное урав-

нение относительно неизвестной функции ),( yx . Это уравнение 

http://math-it.petrsu.ru/users/semenova/DIFF_UR/Praktika/Sam_Tasks/SR_2_Diff_Ur.pdf


является линейным уравнением с частными производными первого 
порядка, которое можно записать в виде 
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Рассмотрим случай, когда достаточно легко найти решение уравнения 
(4), а, следовательно, и интегрирующий множитель уравнения (1).  
 

Уравнение (1) имеет интегрирующий множитель вида 

)),,((),( yxyx   где ),( yx - известная функция, если дробь 
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является функций от ),( yx , т.е. 
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Тогда для нахождения интегрирующего множителя получим уравне-
ние1: 
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которое имеет решение 
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Полагая, С = 1, получим интегрирующий множитель уравнения (1). 

                                                           
1 Следует из (4), так как по правилу дифференцирования сложной функции 
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В частности,  

если выполнено условие, 
то интегрирующий 

множитель является функцией 
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 = (x) 
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 = (y) 
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 = (x + y) 
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 =  (xy) 

 

 
Необходимо следить за тем, чтобы умножение уравнения (1) на ин-
тегрирующий множитель не приводило к потере решений и появле-
нию посторонних решений. 
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Уравнение определено при y  0 и не является уравнением в полных 
дифференциалах, так как 
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В этом случае 
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Следовательно, интегрирующий множитель является функцией y и 
находится по формуле (6): 
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Уравнение определено в совокупности полуплоскостей y > 0 и y < 0. 
В полуплоскости  y > 0 удобно  взять C = 1,  а в полуплоскости  y < 0  

С = 1. Тогда для обеих полуплоскостей .)( yy  После умножения 

на этот множитель уравнение (354.1) примет вид 
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Полученное уравнение является уравнением в полных дифферен-
циалах. Имеем 
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Из первого равенства найдем 
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Отсюда  
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и с учетом второго равенства (354.2) получим уравнение относи-
тельно функции )(y  
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где с – произвольная постоянная. Полагая с = 0, подставим найденное 

для )(y выражение в (354.3). В результате получим 
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Следовательно, общий интеграл заданного уравнения можно пред-
ставить в виде 
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Ответ:  .222 Cxyyx   

Замечание. Уравнение (354.1) является однородным уравнением. С помощью 
замены uyx  приводится к уравнению с разделяющимися переменными: 

.0)12()1( 2  dyuuyduu  

 
 

№ 355 [М]:    .0)( 2  xdydxyx                     (355.1) 
 

Так как 
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то интегрирующий множитель является функцией x и находится по 
формуле (6), считая C = 1: 
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Прежде, чем умножить заданное уравнение на )(x , заметим, что         

x = 0   является решением уравнения (355.1). После умножения на 

интегрирующий множитель уравнение (355.1) примет вид 
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Полученное уравнение является уравнением в полных дифферен-
циалах. Имеем 
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Из второго равенства найдем 
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и с учетом первого равенства (355.2) получим уравнение относи-
тельно функции )(x  
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где с – произвольная постоянная. Полагая с = 0, подставим найденное 

для )(x выражение в (355.3). В результате получим 
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Следовательно, общий интеграл заданного уравнения можно пред-
ставить в виде 

С
x

y
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который с ранее выделенным решением x = 0 дает ответ. 

Ответ:  .0   ;  xC
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Замечание. Уравнение (355.1) является линейным относительно y. При dx  0 

уравнение можно привести к виду 
2' xyxy  и решить, например, с помо-

щью метода Лагранжа (метода вариации произвольной величины). 
 
 

№ 358 [М]:    .0)cossin()sincos(  dxyyyxdyyyyx                     (358.1) 
 

Здесь ,cossin),( yyyxyxP    .sincos),( yyyxyxQ   

Так как 

,1
sincos

1
)cossincoscos(

1






















yyyx
yyyyyx

Qx

Q

y

P

 



то интегрирующий множитель является функцией x и находится по 
формуле (6), считая C = 1: 

.)(
1 xdx

eex 


  

После умножения на интегрирующий множитель уравнение (358.1) 
примет вид 

dxyyyxedyyyyxe xx )cossin()sincos(   

Полученное уравнение является уравнением в полных дифферен-
циалах. Имеем 

       

).sincos(
),(

),cossin(
),(






















yyyxe
y

yxu

yyyxe
x

yxu

x

x

  (358.2) 

Из первого равенства системы найдем 

).()sincossin(),( yyyyyxeyxu x    (358.3) 

Отсюда  

),(')sincos(
),(

yyyyxe
y

yxu x 



 

и с учетом второго равенства системы (358.2) получим уравнение 
относительно функции )(y  

,)(         0)(' cyy    

где с – произвольная постоянная. Полагая с = 0, подставим найденное 

для )(y выражение в (358.3). В результате получим 

).sincossin(),( yyyyxeyxu x   

Следовательно, общий интеграл заданного уравнения можно пред-
ставить в виде 

.)sincossin( Cyyyyxe x   

 

Ответ:  .)cossinsin( Cyyyyxe x   

 



 

Домашнее задание 
 

[Матвеев] №№ 356, 357, 362. 
 

 

 
8.12.2017 

Занятие № 15 

Уравнения в полных дифференциалах. Интегрирующий множи-
тель  

 

Для решения некоторых уравнений можно применять метод выделе-
ния полных дифференциалов, используя известные формулы: 
 

,)( xdyydxxyd   ,2)( 2 ydyyd   

,
2y

xdyydx

y

x
d











 ,

2x

ydxxdy

x

y
d











 

  ,ln
y

dy
yd   dynyyd nn 1)(      и т. п. 

 

 
 

№ 195 [Ф]:    .0)( 22  ydydxxyx                     (195.1) 
 

1 способ. Здесь ,),( 22 xyxyxP  .),( yyxQ  Уравнение не яв-

ляется уравнением в полных дифференциалах, так как 

.02 









x

Q
y

y

P
 

Но так как 

,2
1



















Qx

Q

y

P
 



то существует интегрирующий множитель, который является функ-
цией x и находится по формуле: 

.)( 22 xdx

eex   

После умножения на интегрирующий множитель уравнение (195.1) 
примет вид 

.0)( 2222  ydyedxxyxe xx  

Полученное уравнение является уравнением в полных дифферен-

циалах2. Заметим, что так как ,0)( 2  xex  то при преобразовании 

заданного уравнения не происходит потеря решений или приобре-
тение посторонних решений. В результате будем иметь 

       

.
),(

),(
),(

2

222






















ye
y

yxu

xyxe
x

yxu

x

x

  (195.2) 

Из второго равенства системы найдем 

).(
2

),(
22

x
ye

yxu
x

   (195.3) 

Отсюда  

),('
),( 22 xye

x

yxu x 



 

и с учетом первого равенства системы (195.2) получим уравнение 
относительно функции )(x  

 
,

2
)(      

2

1
)('    ),()('

2222
22 c

xe
x

dx

xed
xxxex

xx
x    

                                                           

2 Проверка: .2
)(

   ,2
))(( 2

2
2

222
x

x
x

x

ye
x

ye
ye

y

xyxe










 



где с – произвольная постоянная. Полагая с = 0, подставим найденное 

для )(x выражение в (195.3). В результате получим 

.
2

)(
),(

222 yxe
yxu

x 
  

Следовательно, общий интеграл заданного уравнения можно пред-
ставить в виде 

.)( 222 Cyxe x    (195.4) 
 

2 способ. Применим метод выделения полных дифференциалов. 
Для заданного уравнения имеем: 
 

.)ln(2    ,0))ln(2(

   ,0))(ln(2    ,0
)(

2

,0)()(2    ,0)(

2222

22

22

22

222222

Cyxxyxxd

yxddx
yx

yxd
dx

yxddxyxydyxdxdxyx











 

 

Полученный общий интеграл потенцированием приводится к виду 
(195.4). 

Заметим, что точка )0 ,0(),( yx является для заданного уравне-

ния особой точкой, поэтому приведенные выше преобразования 

выполнены при условии .022  yx  
 

Ответ:  .)( 222 Cyxe x   
 
 

№ 199 [Ф]:    .0)( 32  dyxxydxy                     (199.1) 
 

1 способ. Здесь ,),( 2yyxP  ).(),( 3xxyyxQ  Уравнение не яв-

ляется уравнением в полных дифференциалах, так как 

).3(2 2xy
x

Q
y

y

P










 

Но так как 



),(
3

)(

321
2

2

xf
xxyx

xyy

Qx

Q

y

P























 

то существует интегрирующий множитель, который является функ-
цией x и находится по формуле: 

.
||

)(
3

1
3

x

C
Cex

dx
x 





  

Так как C произвольная отличная от нуля постоянная, то интегриру-

ющий множитель можно выбрать так .
1

)(
3x

x   Прежде, чем 

умножить заданное уравнение на )(x , заметим, что    x = 0   явля-

ется решением заданного уравнения. Умножив уравнение (199.1) на 
)(x получим 

.01
23

2









 dy

x

y
dx

x

y
 

Полученное уравнение является уравнением в полных дифферен-
циалах3.  Имеем 

       

.1
),(

,
),(

2

3

2














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
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





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yxu

x

y

x

yxu

  (199.2) 

Из первого равенства системы найдем 

).(
2

),(
2

2

y
x

y
yxu    (199.3) 

Отсюда  

                                                           

3 Проверка: .
2

1   ,
2
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y
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y

y
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


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
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
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

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

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


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),('
),(

2
y

x

y

y

yxu





 

и с учетом второго равенства системы (199.2) получим уравнение 
относительно функции )(y  

,)(       1)(' cyyy    

где с – произвольная постоянная. Полагая с = 0, подставим найденное 

для )(y выражение в (199.3). В результате получим 

.
2

),(
2

2

y
x

y
yxu   

Следовательно, общий интеграл заданного уравнения можно пред-
ставить в виде 

Cy
x

y


2

2

2
 или ).2(22 yCxy    

 

2 способ. Применим метод выделения полных дифференциалов. 
Для заданного уравнения имеем: 
 

.0)(    ,0 332  dyxxdyydxydyxxydydxy  
 

Выделив решение    x = 0,   далее последнее уравнение разделим на 

.3x  Будем иметь 

.02    ,0     ,0
)(

  

2

3



































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x

y
ddy

x

y
d

x

y
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x

xdyydxy
 

Отсюда получаем 

Cy
x

y
 2

2

2

  или ).2(22 yCxy   

 

Ответ:  .0   ;)( 222  xCyxe x
 

 
Если в уравнении 0),(),(  dyyxQdxyxP можно выделить полный 

дифференциал некоторой функции ),,( yx  то иногда уравнение 



упрощается, если от переменных ),( yx  перейти к переменным ),( ux  

или ),( uy , где ).,( yxu   

 

№ 202 [Ф]:    .0)tg(2  dyxyxydxy                     (202.1) 
 

Для заданного уравнения имеем 

.0 tg)(

,0 tg)(     ,0 tg2





dyxyxyyd

dyxyxdyydxydyxyxydydxy
 

Выполнив в последнем уравнении замену ,xyu   будем иметь 

.0 tg  dyuydu  

Полученное уравнение является уравнением с разделяющимися 
переменными. Его решение  .  ,sin RCCuy   Выполнив обрат-

ную замену, получим ответ. 

Ответ:  .)sin( Cxyy   
 

№ 206 [Ф]:    .tg2 3 dx
x

y
xxdyydx                      (206.1) 

 

Заметим, что .0x  Так как  ,2










x

y
dxxdyydx  то заданное 

уравнение приводится к виду 

.0tg2     ,0tg2 32 
















dx

x

y
x

x

y
ddx

x

y
x

x

y
dx  

Выполнив в последнем уравнении замену ,
x

y
u   будем иметь 

.0 tg2  dxuxdu  

Полученное уравнение является уравнением с разделяющимися 

переменными. Его решение .  ,sin
2

RCCue x   Выполнив обрат-

ную замену, получим ответ. 

Ответ:  .sin
2

Ce x
yx   



 

№ 200 [Ф]:    .0
1











y

dy
dx

x
y                     (200.1) 

 

Заметим, что .0   ,0  yx  Преобразуем уравнение следующим 

образом 

   .02)(    ,0

,0   ,0

2

2



















y

x
dxd

y

xdyydx
xdx

xy

xdyydx
ydx

y

dy

x

dx
ydx

 

Интегрируя полученное уравнение найдем общий интеграл задан-
ного уравнения 

C
y

x
x 

22   или .2)( 2 xyCx   

Ответ:  .2)( 2 xyCx   

 

Домашнее задание 
 

[Филиппов] №№ 196, 197, 203, 201, 219. 
Задания § 9 (Филиппов). 

 

 

 
15.12.2017 

Занятие № 16 

Уравнения 1-порядка (обзорное занятие) 

 

№ 360 [М]:    .0
1

4
1

4
2222






















 dy

yx
ydx

yx
x                     (360.1) 

 



Заметим, что .|||| yx   Преобразуем заданное уравнение следую-

щим образом 

  .0)()(2

,0)()()(4

0,
2

)(1
)(2

,0)(
1

)(4

22222

222222

22

22

22

22


















yxdyxd

yxdyxdyx

yxd

yx
yxd

ydyxdx
yx

ydyxdx

 

Интегрируя полученное уравнение найдем общий интеграл для за-
данного уравнения. 

Ответ:  .)(2 22222 Cyxyx   
 
 

№ 359 [М]:    .0')( 2332  yxyxyyx                     (359.1) 
 

Запишем уравнение в дифференциалах: 

.0)()( 2332  dyxyxdxyyx                   (359.2) 

1 способ. Здесь ,),( 32 yyxyxP  .),( 23 xyxyxQ  Уравнение не 

является уравнением в полных дифференциалах, так как 

.1313 2222 








yx

x

Q
yx

y

P
 

Но так как 
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xyf
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


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




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







 

то существует интегрирующий множитель, который является функ-

цией =xy и находится по формуле: 

.
1

)(    ,
||

)(

1

xy
xy

C
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d













  



Прежде, чем умножить уравнение (359.2) на )(xy , заметим, что    

x = 0,  y = 0   являются его решениями4. Умножив уравнение (359.2) 

на )(xy получим 

.0
11 22 
















 dy

y
yxdx

x
xy  

Полученное уравнение является уравнением в полных дифферен-
циалах5.  Имеем 

       

.
1),(

,
1),(

2
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
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






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yxu

  (359.3) 

Из первого равенства системы найдем 

).(||ln
2

1
),( 22 yxyxyxu    (359.4) 

Отсюда  
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),( 2 yyx

y

yxu





 

и с учетом второго равенства системы (359.3) получим уравнение 
относительно функции )(y  

,||ln)(       
1

)(' cyy
y

y    

                                                           
4 Очевидно, y = 0 является решением уравнения (359.1). А x = 0 является реше-

нием «перевернутого» уравнения 
yyx
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5 Проверка: .2
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где с – произвольная постоянная. Полагая с = 0, подставим найденное 

для )(y выражение в (359.4). В результате получим 

.||ln||ln
2

1
),( 22 yxyxyxu   

Следовательно, общий интеграл заданного уравнения можно пред-
ставить в виде 

Cyxyx  ||ln||ln
2

1 22  или .ln
2

2
22 C

y

x
yx   

 

2 способ. Заметим, что x = 0,  y = 0   являются решениями уравнения 
(359.2). Для поиска других решений применим метод выделения 
полных дифференциалов. Для уравнения (359.2) имеем: 
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22222
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Полагая, ,  ,
y

x
vxyu   получим уравнение .0

1
 dv

v
udu Инте-

грируя его и выполняя обратную замену, найдем общий интеграл 
уравнения (359.2): 

C
y

x
yx  ||ln

2

1 22  или .ln
2

2
22 C

y

x
yx   

Ответ:  .0  ;0   ;ln
2
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№ 207 [Ф]:    .0)(2  dyyedxy x                     (207.1) 
 

Выполним преобразование уравнения следующим образом 
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К полученному общему интегралу добавим решение  y = 0. 

Ответ:  .0    ;||ln   yCyey x
 

 
 

№ 301 [Ф]:    .0' 2  yxyxxy                     (301.1) 
 

Уравнение является линейным неоднородным. Сначала найдем 
общее решение соответствующего однородного уравнения 

.0)1('  xyxy  

Решая его как уравнение с разделяющимися переменными, полу-

чим .xCxey   Далее применим метод вариации произвольной по-

стоянной: 
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Следовательно, .   ,)( 11 RCxeCxxexCy xx    

Ответ:  ).1(  xCexy  

 

Домашнее задание 
Подготовка к контрольной работе 
№ 302, 303, 305, 306, 311 

              Самостоятельная работа № 2 
 Самостоятельная работа № 3 
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