
Фрагмент лекции на тему:
«Дискретные динамические системы на плоскости»

1. Основные понятия и критерий локальной устойчивости

Рассмотрим сообщество двух взаимодействующих популяций различ-
ных видов, имеющих одинаковый характерный период жизнедеятель-
ности. Будем рассматривать экосистему в моменты времени, кратные
указанному периоду, а численности популяций в t-й момент времени
обозначать соответственно xt и yt.

Будем считать, что приспособленности видов xt+1

xt
, yt+1

yt
зависят

только от численностей в t-й момент времени, т. е. другие условия суще-
ствования неизменны или их колебания несущественно влияют на при-
способленность. Тогда связь между численностями популяций в смеж-
ные моменты времени описывается следующей дискретной динамиче-
ской системой: {

xt+1 = xt f(xt, yt),

yt+1 = yt g(xt, yt).
(1.1)

По смыслу функции f и g – положительные неотрицательных аргумен-
тов. Будем предполагать, что они непрерывно дифференцируемы.

В зависимости от характера связи видов функции f и g обладают
следующими свойствами:

Вид связи Свойства функций
Конкуренция f(x, y) и g(x, y) убывают по обоим аргументам,

f(0, 0) > 1, g(0, 0) > 1
Хищничество, f(x, y) убывает по обоим аргументам,
паразитизм g(x, y) возрастает по x и убывает по y,

f(0, 0) > 1, g(0, 0) ≤ 1.
Предполагается, что xt – численность жертвы
(хозяина), yt – численность хищника (паразита)

Решение системы (1.1) вида (xt, yt) = (x∗, y∗) ∀ t ≥ 0 называют ста-
ционарным, а точку (x∗, y∗) – положением равновесия. Очевидно, что
все положения равновесия (стационарные точки) системы (1.1) опреде-
ляются условиями {

x = x · f(x, y),

y = y · g(x, y).
(1.2)
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Построив в окрестности произвольного положения равновесия
P ∗ = (x∗, y∗) соответствующую (1.1) линеаризованную систему{

ξt+1 = (f(P ∗) + x∗f ′x(P ∗))ξt + x∗f ′y(P ∗)ηt,

ηt+1 = y∗g′x(P ∗)ξt + (g(P ∗) + y∗g′y(P ∗))ηt,
(1.3)

можно выяснить характер устойчивости положения равновесия c помо-
щью теоремы [1].
Теорема 2.1. 1. Если все собственные значения матрицы A системы
(1.3)

A =

(
f(P ∗) + x∗f ′x(P ∗) x∗f ′y(P ∗)

y∗g′x(P ∗) g(P ∗) + y∗g′y(P ∗)

)
по модулю меньше 1, то положение равновесия P ∗ системы (1.1)
асимптотически устойчиво.

2. Если хотя бы одно собственное значение матрицы A по моду-
лю больше 1, то положение равновесия P ∗ системы (1.1) неустойчиво.

2. Экспоненциальная модель системы «хищник –жертва»

2.1 Описание модели

Рассмотрим динамическую систему, описывающую развитие сообще-
ства двух видов – жертвы и хищника [2]:

Xt+1 = A ·Xt · e−αXt−βYt ,

Yt+1 = B · Yt · eγXt−δYt ,

t = 0, 1, 2, ...

(2.1)

Здесь Xt – численность популяции жертвы; Yt – численность популя-
ции хищника; A,B – постоянные коэффициенты прироста без учета
взаимодействия видов, причем A > 1 и 0 < B < 1. Параметры мо-
дели α, β, γ, δ, учитывающие взаимодействие двух видов, являются
положительными константами. Уменьшим размерность области пара-
метров, выполнив замену:

Xt =
1

α
xt, Yt =

1

δ
yt.
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При этом система (2.1) примет вид
xt+1 = A · xt · e−xt−byt ,

yt+1 = B · yt · eaxt−yt ,

t = 0, 1, 2, ...,

(2.2)

где a = γ
α , b = β

δ . Допустимые значения параметров модели описыва-
ют условия:

A > 1, 0 < B < 1, a > 0, b > 0. (2.3)

2.2 Существование и устойчивость положений рановесия

Найдем положения равновесия системы (2.1), решая систему уравнений:{
x = Axe−x−by,

y = Byeax−y,
⇔

{
x(1−A · e−x−by) = 0,

y(1−B · eax−y) = 0.
(2.4)

Очевидно, решения системы (2.4)
x = 0, y = 0 и x = lnA, y = 0

удовлетворяют условию неотрицательности и, следовательно, определя-
ют положения равновесия P0(0; 0) и P1(lnA; 0) системы (2.2). Решение
x = 0, y = lnB системы (2.4) не является положением равновесия, так
как при 0 < B < 1 имеем lnB < 0. Еще одно решение системы (2.4)

x∗ =
lnA− b lnB

∆
, y∗ =

a lnA+ lnB

∆
, где ∆ = 1 + ab,

определяет положение равновесия P2(x∗; y∗), которое имеет смысл, если

a lnA+ lnB ≥ 0.

Заметим, что если a lnA+ lnB = 0, то точки P1 и P2 совпадают.
Вывод 1. Система (2.2) имеет два положения равновесия P0 и P1,
если a lnA+ lnB ≤ 0, иначе – три: P0, P1, P2. Условие

a lnA+ lnB > 0 (2.5)

– условие существования точки P2.
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Чтобы выяснить характер устойчивости найденных положений рав-
новесия, для системы (2.2) в окрестности произвольного положения рав-
новесия P (x∗; y∗) построим соответствующую линеаризованную систе-
му: {

ξt+1 = A(1− x∗)e−x∗−by∗ξt −Abx∗e−x
∗−by∗ηt,

ηt+1 = Bay∗eax
∗−y∗ξt +B(1− y∗)eax∗−y∗ηt.

(2.6)

Для точки P0 система (2.6) принимает вид{
ξt+1 = Aξt,

ηt+1 = Bηt.

Для собственных значений матрицы системы имеем
λ1 = A > 1, λ2 = B < 1.

Следовательно, положение равновесия P0 неустойчиво при любых до-
пустимых значений параметров системы (2.2).

Для точки P1 система (2.6) принимает вид{
ξt+1 = (1− lnA)ξt − (b lnA)ηt,

ηt+1 = B ·Aaηt.

Собственные значения матрицы системы равны
λ1 = 1− lnA, λ2 = B ·Aa.

Положение равновесия P1 будет асимптотически устойчиво, если пара-
метры A, B и a удовлетворяют условиям{ ∣∣1− lnA

∣∣ < 1,

B ·Aa < 1,
⇔

{
1 < A < e2,

lnB + a lnA < 0.
(2.7)

Заметим, что если положение равновесия асимптотически устойчиво,
то нарушается условие существования (2.5) для точки P2.

Для точки P2 система (2.6) принимает вид{
ξt+1 = (1− x∗)ξt − by∗ηt,

ηt+1 = ay∗ξt + (1− y∗)ηt.

Собственные значения матрицы системы будут корнями уравнения

λ2 − (2− x∗ − y∗)λ+ 1− x∗ − y∗ + ∆x∗y∗ = 0.
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Положение равновесия P2 будет асимптотически устойчивым, если его
координаты удовлетворяют условиям{

∆y∗x∗ − x∗ − y∗ < 0,

4− 2(x∗ + y∗) + ∆x∗y∗ > 0.
(2.8)

На плоскости Ox∗y можно построить решение системы неравенств (2.8),
которое определяет область устойчивости ненулевого положения равно-
весия P2 (рис. 2.1).

Рис. 2.1. Область устойчивости положения равновесия P2

Вывод 2. Если параметры системы (2.2) удовлетворяют условию
(2.7), то она имеет два положения равновесия P0 и P1, из кото-
рых второе асимптотически устойчиво (аттрактор). Если выполне-
но условие (2.5), то система (2.2) имеет три положения равновесия
P0, P1, P2, из которых P2 является асимтотически устойчивым, ес-
ли только его координаты удовлетворяют условиям (2.8).
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2.3 Динамика численности «жертвы» в отсутствие «хищника»

В отсутствие «хищника» (yt = 0 ∀ t ≥ 0) динамика численности «жерт-
вы» описывается моделью Риккера

xt+1 = A · xte−xt , t = 0, 1, 2, ... (2.10)

При этом существуют два положения равновесия P0(0) и P1(lnA). Ес-
ли 1 < A < e2, то точка P1 является аттрактором. То есть при любой
ненулевой начальной численности «жертвы» будет наблюдаться стаби-
лизация ее численности на равновесном уровне lnA (рис. 2.2а).

Если e2 < A ≤ eε
∗
, где ε∗ ≈ 2, 526, в системе есть притягивающий

цикл длины 2. То есть при любой начальной численности «жертвы»,
отличной от равновесной lnA, с теченем времени будет устанавливать-
ся режим периодических колебаний численности с шагом по времени,
равным 2 (рис. 2.2б).

Если A > eε
∗
, то среди решений уравнения (2.10) есть цикл длины 4,

для которого существует критическое значение A∗ параметра A, такое,
что при A < A∗ цикл будет устойчивым. А значит, возможны периоди-
ческие колебания численности «жертвы» с шагом по времени, равным 4
(рис. 2.2в).

При дальнейшем возрастании значений параметра A встречаются
устойчивые циклы длиной 8, 16, ..., 2k (k – любое натуральное число),
трехточечные циклы, а значит, согласно теореме 1.3, циклы любой дли-
ны и «хаотические» траектории (рис. 2.2г).

На рис. 2.3 приведены бифуркационные диаграммы, которые демон-
стрируют, как с изменением параметра A (горизонтальная ось диаграм-
мы) происходят качественные изменения в динамике популяции «жерт-
вы». На диаграммах четко видны области значений параметра A, когда
аттрактором является трехточечный цикл и когда происходит бифурка-
ция с удвоением длины цикла. На нижней диаграмме (рис. 2.3) можно
видеть, как с ростом A уменьшается ширина области существования
трехточечного цикла.
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а)

б)

в)

г)

Рис. 2.2. Динамика численности «жертвы» в отсутствие «хищника»:
а) A = 5, 8; б) A = 8, 3; в) A = 14; г) A = 20
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Рис. 2.3. Бифуркационная диаграмма динамики численности «жертвы»
в отсутствие «хищника»



Математические модели и методы в экологии 9

2.4 Результаты численных экспериментов с моделью (2.2)

Эксперимент 1. На рис. 2.4 представлены бифуркационные диаграм-
мы, которые дают информацию о динамике «жертвы» (рис. 2.4а) и
«хищника» (рис. 2.4б) при изменении начальной численности «жерт-
вы». Диаграммы построены при следующих значениях параметров
модели и начальной численности «хищника»:

A = 15; B = 0, 7; a = 0, 6; b = 0, 8; y0 = 8.
При этом асимптотически устойчивым является положение равнове-
сия P2(2, 023; 0, 857). На приведенных диаграммах видно, что можно
выделить области значений начальной численности «жертвы», когда
аттрактором является либо неподвижная точка P2 (например, см.
траектории на рис. 2.4в, построенные при x0 = 1), либо трехточечный
цикл (например, см. траектории на рис. 2.4г, построенные при x0 = 3).

Эксперимент 2. На рис. 2.5 представлены бифуркационные диаграм-
мы, которые дают информацию о динамике «жертвы» (рис. 2.5а) и
«хищника» (рис. 2.5б) при изменении начальной численности «хищ-
ника». Диаграммы построены при следующих значениях параметров
модели и начальной численности «жертвы»:

A = 15; B = 0, 7; a = 0, 6; b = 0, 8; x0 = 3.
На приведенных диаграммах видно, что можно выделить области зна-
чений начальной численности «хищника», когда аттрактором является
либо неподвижная точка P2(2, 023; 0, 857) (например, см. траектории на
рис. 2.5г, построенные при y0 = 5), либо трехточечный цикл (например,
см. траектории на рис. 2.5в, построенные при y0 = 2).

Эксперимент 3. На рис. 2.6 представлены бифуркационные диа-
граммы, которые дают информацию о динамике «жертвы» (рис. 2.6а)
и «хищника» (рис. 2.6б) при изменении параметра A. Диаграммы
построены при следующих значениях параметров модели и начальных
численностей «жертвы» и «хищника»:

B = 0, 5; a = 0, 4; b = 0, 6; x0 = 3; y0 = 2.
Сравнивая две диаграммы, можно сделать вывод, что с ростом значе-
ний параметра A происходят одинаковые типы бифуркаций в динамике
обоих видов.

Эксперимент 4. На рис. 2.7 представлены бифуркационные диа-
граммы, которые дают информацию о динамике «жертвы» (рис. 2.7а)
и «хищника» (рис. 2.7б) при изменении параметра B. Диаграммы
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a) б)

в)

г)

Рис. 2.4. Бифуркационные диаграммы динамики численности «жертвы»
и «хищника» при изменении начальной численности «жертвы».

Примеры траекторий
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a) б)

в)

г)

Рис. 2.5. Бифуркационные диаграммы динамики численности «жертвы»
и «хищника» при изменении начальной численности «хищника».

Примеры траекторий
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a) б)

Рис. 2.6. Бифуркационные диаграммы динамики численности
«жертвы» и «хищника» при изменении параметра A

построены при следующих значениях параметров модели и начальных
численностей «жертвы» и «хищника»:

A = 16; a = 0, 4; b = 0, 6; x0 = 4; y0 = 2.

Эксперимент 5. На рис. 2.8 представлены бифуркационные диа-
граммы, которые дают информацию о динамике «жертвы» (рис. 2.8а)
и «хищника» (рис. 2.8б) при изменении параметра b. Диаграммы
построены при следующих значениях параметров модели и начальных
численностей «жертвы» и «хищника»:

A = 16; B = 0, 8; a = 0, 4; x0 = 4; y0 = 2.

Эксперимент 6. На рис. 2.9 представлены бифуркационные диа-
граммы, которые дают информацию о динамике «жертвы» (рис. 2.9а)
и «хищника» (рис. 2.9б) при изменении параметра a. Диаграммы
построены при следующих значениях параметров модели и начальных
численностей «жертвы» и «хищника»:

A = 19; B = 0, 5; b = 0, 6; x0 = 4; y0 = 2.
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a) б)

Рис. 2.7. Бифуркационные диаграммы динамики численности
«жертвы» и «хищника» при изменении параметра B

a) б)

Рис. 2.8. Бифуркационные диаграммы динамики численности
«жертвы» и «хищника» при изменении параметра b
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a) б)

Рис. 2.9. Бифуркационные диаграммы динамики численности
«жертвы» и «хищника» при изменении параметра a
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